
فصل اول

جبر و معادله



 الف( دنباله‌های حسابی

دنباله‌ی حس��ابی دنباله‌ای اس��ت که در آن هر جمله به جز جمله‌ی نخست، با جمع کردن عددی 
ثابت به نام قدرنس��بت با جمله‌ی قبل از آن به‌دس��ت می‌آید. به این ترتیب، اگر جمله‌ی نخس��ت 

دنباله‌ای حسابی a۱ و قدرنسبت آن d باشد، این دنباله به صورت زیر است:
 a a d a d a d, , , , ...+ + +۱ ۱ ۱ ۱۲ ۳

معلوم است که جمله‌ی عمومی این دنباله به صورت زیر است
 na a n d( )= + −۱ ۱  

م پینوکیو ۱۰ س��که داش��ت. روباه مکار به او وعده داد که اگر ش��بی سکه‌هایش را بالای 	:لاث
تپ��ه بکارد، فردا صبح درختی با ۱۰۰ س��که روی آن می‌روید و بعد از آن هر روز صبح 
۳۵ س��که به سکه‌های قبلی اضافه می‌شود. در این داستان، تعداد سکه‌های روی درخت 
در هر صبح، دنباله‌ای حسابی با جمله‌ی نخست ۱۰۰ و قدرنسبت ۳۵ تشکیل می‌دهند:

Ï»H cLÅ ³»j cLÅ ³¼w cLÅ

# + + ×۱۰۰ ۱۰۰ ۳۵ ۱۰۰ ۲ ۳۵


پینوکیو می‌خواهد حس��اب کند که در صبح روز شانزدهم چند سکه روی درخت وجود 
دارد. احتمالاً جمع کردن این عددها تنها راهی اس��ت که پیش پای پینوکیو است! کمی 

بعد، به او کمک می‌کنیم تا این مجموع را هوشمندانه‌تر حساب کند.

در این درس دستوری برای پیدا کردن مجموع n جمله‌ی نخست دنباله‌های حسابی پیدا می‌کنیم. 
اساس این کار روشی منتسب به کارل گاوس، یکی از بزرگ‌ترین ریاضی‌دانان همه‌ی اعصار است 
ک��ه در کودک��ی معلمش را با پیدا کردن مجموع عددهای ۱، ۲، … و ۱۰۰ ش��گفت‌زده کرده بود. 

روش او را در مثال بعد توضیح می‌دهیم.

م برای پیدا کردن مجموع عددهای ۱، ۲، … و ۱۰۰ می‌توان آن‌ها را به دسته‌های دوتایی 	:لاث
طوری تقسیم کرد که مجموع عددهای هر دسته برابر باشد:

 
#IU 

( ) ( ) ( )+ + + + = + + + + + +

= + + +

= × =
۵۰

۱ ۲ ۹۹ ۱۰۰ ۱ ۱۰۰ ۲ ۹۹ ۵۰ ۵۱

۱۰۱ ۱۰۱ ۱۰۱

۵۰ ۱۰۱ ۵۰۵۰

 





 

اگر تعداد عددهایی که می‌خواهیم جمع کنیم فرد باش��د، مثلًا بخواهیم عددهای ۱، ۲، … و  ۱۰۱ 
را با هم جمع کنیم، چه کار کنیم. در مثال بعد، از روشی استفاده می‌کنیم که به زوج یا فرد بودن 

تعداد عددها بستگی ندارد.
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م می‌خواهیم مجموع عددهای ۱، ۲، … و n را پیدا کنیم. این مجموع را S می‌نامیم. توجه کنید که	:لاث
S n

S n n n( ) ( )

= + + + +

= + − + − + +

۱ ۲ ۳

۱ ۲ ۱





اگر این تساوی‌ها را با هم جمع کنیم معلوم می‌شود که

n

S n n n n n n
#IU#

( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + + + + + + + + = +۲ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱



 . n nS ( )+
=

۱
۲

بنابراین 

توجه کنید که عددهای ۱، ۲، … و n دنباله‌ای حس��ابی تش��کیل می‌دهند. بنابراین ممکن اس��ت 
بتوانیم از روش پیدا کردن مجموع آن‌ها برای محاس��به‌ی مجموع جمله‌های نخس��ت دنباله‌های 
 a۲ ، a۱حسابی استفاده کنیم. در حقیقت، این کار شدنی است. پیش از هر چیز، توجه کنید که اگر

و … دنباله‌ای حسابی باشد، آن‌گاه 

k l s tk l s t a a a a+ = + ⇒ + = +

در حقیقت،

 k s

l t

a a k d a a s d

a a l d a a t d

( ) , ( )

( ) , ( )

= + − = + −

= + − = + −

۱ ۱

۱ ۱

۱ ۱

۱ ۱

در نتیجه

 k l

s t

a a a k l d

a a a s t d

( )

( )

+ = + + −

+ = + + −

۱

۱

۲ ۲

۲ ۲

، پس س��مت راست این دو تساوی با هم برابر است، پس سمت چپ آن‌ها نیز  k l s t+ = + چون 
برابر است، یعنی

 k l s ta a a a+ = +  
nS مجموع n جمله‌ی نخست دنباله‌ی حسابی موردنظر باشد: اکنون فرض کنید

 
n n

n n n n

S a a a a

S a a a a− −

= + + + +

= + + + +

۱ ۲ ۳

۱ ۲ ۱





اگر این تساوی‌ها را با هم جمع کنیم معلوم می‌شود که
n n n n nS a a a a a a a a( ) ( ) ( ) ( )− −= + + + + + + + +۱ ۲ ۱ ۳ ۲ ۱۲ 

اکنون توجه کنید که بنابر آن‌چه گفتیم،
 n n n na a a a a a a a, ,− −+ = + + = +۲ ۱ ۱ ۳ ۲ ۱ 

در نتیجه
 n n n n nS a a a a a a n a a( ) ( ) ( ) ( )= + + + + + + = +۱ ۱ ۱ ۱۲ 

 . n n
nS a a( )= +۱۲

بنابراین 

nS مجموع این جمله‌ها باشد، آن‌گاه ، n جمله‌ی نخست دنباله‌ای حسابی باشند و  na ،  و  a۲ ، a۱ اگر

 n n
nS a a( )= +۱۲

نتیجه
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، بنابراین na a n d( )= + −۱ ۱ توجه کنید که 

 n n
n n nS a a a a n d a n d( ) ( ( ) ) ( ( ) )= + = + + − = + −۱ ۱ ۱ ۱۱ ۲ ۱
۲ ۲ ۲

nS مجموع این جمله‌ها باشد،  ، n جمله‌ی نخس��ت دنباله‌ای حس��ابی باشند و  na  و   ، a۲ ، a۱ اگر
آن‌گاه

 n
nS a n d( ( ) )= + −۱۲ ۱
۲

نتیجه‌ی بالا را به روش دیگری هم می‌توانیم به‌دست بیاوریم. توجه کنید که

 

n

a a

a a d

a a d

a a n d( )

=

= +

= +

= + −

۱ ۱

۲ ۱

۳ ۱

۱

۲

۱



 

اگر این تساوی‌ها را با هم جمع کنیم، به‌دست می‌آید

 n
n n nS na n d na d a n d( )

( ( )) ( ( ) )
−

= + + + + − = + = + −۱ ۱ ۱
۱۱ ۲ ۱ ۲ ۱

۲ ۲


n استفاده کردیم که در  توجه کنید که در این روش فقط از دستور مجموع عددهای ۱، ۲، … و ۱−
 ، na n d a( )+ − =۱ ۱ ابتدای کار آن را به طور مستقل پیدا کرده بودیم. بنابراین، اگر توجه کنیم که 

. n n
nS a a( )= +۱۲

به همان دستوری که اول به‌دست آوردیم می‌رسیم: 

م در مثال مربوط به سکه‌های پینوکیو، تعداد سکه‌های روی درخت در هر صبح، دنباله‌ای 	:لاث
حسابی با جمله‌ی نخست ۱۰۰ و قدرنسبت ۳۵ تشکیل می‌دهند. بنابراین تعداد سکه‌های 

روی درخت در صبح روز شانزدهم برابر است با

 S ( ( ) )= × + − =۱۶
۱۶ ۲ ۱۰۰ ۱۶ ۱ ۳۵ ۵۸۰۰
۲

م . در این صورت مجموع یازده جمله‌ی نخست 	:لاث a =۱۱ ۱۳ a و  = −۱ ۵ در دنباله‌ای حسابی 
این دنباله‌ی حسابی برابر است با

 S a a( ) ( )= + = − + =۱۱ ۱ ۱۱
۱۱ ۱۱ ۵ ۱۳ ۴۴
۲ ۲

. مجموع بیست جمله‌ی نخست این دنباله چقدر است؟ d =۲ a و  = −۱ ۱۷ در دنبالها‌ی حسابی 

a۲۰ را حس��اب کنیم. از  :لح‌هار S، بنابراین کافی اس��ت  a a( )= +۲۰ ۱ ۲۰
۲۰
۲

ابتدا توجه کنید که 

، بنابراین na a n d( )= + −۱ ۱ طرف دیگر، 
 a ( )= − + − =۲۰ ۱۷ ۲۰ ۱ ۲ ۲۱

در نتیجه
 S ( )= − + =۲۰ ۱۰ ۱۷ ۲۱ ۴۰

نتیجه

1 
مسئله
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, چقدر است؟ , , ,۲ ۱۱ ۰
۳ ۳

 مجموع نوزده جمله‌ی نخست دنباله‌ی حسابی 

− است. بنابراین :لح‌هار ۱
۳

در این دنباله جمله‌ی اول برابر ۱ و قدرنسبت برابر 

 S a d( ) ( )= + = × − × = −۱۹ ۱
۱۹ ۱۹ ۱۲ ۱۸ ۲ ۱ ۱۸ ۳۸
۲ ۲ ۳

مجموع n جمله‌ی نخست دنباله‌ی حسابی زیر چقدر است؟

 
k k k

, , ,+ +۱ ۱ ۱۱ ۲   

. بنابراین :لح‌هار
k k

+ − =۱ ۱۱ قدرنسبت این دنباله‌ی حسابی برابر است با ۱

 n
n nn n n nS a n d n n

k k k
( )

( ( ) ) ( ( )( )) ( )
−

= + − = × + − = + − = +۱
۱۱ ۲۲ ۱ ۲ ۱ ۱ ۱

۲ ۲ ۲ ۲
 

 مجموع‌های زیر را حساب کنید:
 n+ + +۲ ۴ ۲ الف( 

 n+ + + + −۱ ۳ ۵ ۲ ۱ ب( 
 − + − + + −۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲۱ ۲ ۳ ۴ ۹۹ ۱۰۰ پ( 

الف( می‌توان نوشت :لح‌هار

 n nn n n n( )
( ) ( ) ( )

+
+ + + = + + + = = +

۱۲ ۴ ۲ ۲ ۱ ۲ ۲ ۱
۲

   

ب( مجموع موردنظر، مجموع n جمله‌ی نخس��ت دنباله‌ای حس��ابی با جمله‌ی نخست ۱ و جمله‌ی 
n است، بنابراین −۲ آخر۱

 nn n n( )+ + + − = + − = ۲۱ ۳ ۲ ۱ ۱ ۲ ۱
۲

  

پ( اگر از اتحاد مزدوج استفاده کنیم، معلوم می‌شود که

 

( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

− + − + + − = − + + − + + + − +

= − + − + − − +

= − + + + + + +

= − = −

۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲۱ ۲ ۳ ۴ ۹۹ ۱۰۰ ۱ ۲ ۱ ۲ ۳ ۴ ۳ ۴ ۹۹ ۱۰۰ ۹۹ ۱۰۰

۱ ۲ ۳ ۴ ۹۹ ۱۰۰

۱ ۲ ۳ ۴ ۹۹ ۱۰۰

۱۰۰۱۰۱ ۵۰۵۰
۲

 





 

. مجموع هفده جمله‌ی نخست این دنباله‌ی حسابی چقدر است؟ a = −۷ ۱۸ a و  =۱ ۲۴  در دنبالها‌ی حسابی 

a۱۷ را حس��اب کنیم. برای این کار  :لح‌هار S. بنابراین باید  a a( )= +۱۷ ۱ ۱۷
۱۷
۲

توج��ه کنید که 

a۷ حساب کنیم: بهتر است قدرنسبت را با استفاده از 
 a a d d d d= + ⇒ − = + ⇒ = − ⇒ = −۷ ۱ ۶ ۱۸ ۲۴ ۶ ۶ ۴۲ ۷

بنابراین
 a a d ( )= + = + − = −۱۷ ۱ ۱۶ ۲۴ ۱۶ ۷ ۸۸

به این ترتیب

 S ( ( )) ( )= + − = − = −۱۷
۱۷ ۱۷۲۴ ۸۸ ۶۴ ۵۴۴
۲ ۲

2 
مسئله

3 
مسئله

4 
مسئله

5 
مسئله
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 مجموع پانزده جمله‌ی لوا یک دنباله‌ی حسابی باربر ۳۰۰ است. جمله‌ی هشتم دنباله کدام است؟
۴۵ )۴ 	۱۵ )۳ 	۳۰ )۲ 	۲۰ )۱

بنابر فرض مسئله،خ: سپا
 S a d a d( )= + = ⇒ + =۱۵ ۱ ۱

۱۵ ۲ ۱۴ ۳۰۰ ۷ ۲۰
۲

. a a d= + =۸ ۱ ۷ بنابراین۲۰

na است. مجموع بیست‌و‌پنج جمله‌ی نخست این  n= −۲ ۷ جمله‌ی عمومی دنبالها‌ی حسابی به صورت 
دنباله‌ی حسابی چقدر است؟

، پس :لح‌هار na n= −۲ ۷ چون 
 a a,= × − = − = × − =۱ ۲۵۲ ۱ ۷ ۵ ۲ ۲۵ ۷ ۴۳

، بنابراین n n
nS a a( )= +۱۲

از طرف دیگر 

 S ( )= − + =۲۵
۲۵ ۵ ۴۳ ۴۷۵
۲

مجموع جمله‌های دنبالها‌ی حسابی که جمله‌ی والش ۳ و جمله‌ی آخرش ۳۹ است، باربر ۵۲۵ است. 
قدرنسبت این دنباله چقدر است؟

۲ )۴ 	 ۳
۲

 )۳ 	۱ )۲ 	 ۱
۲

 )۱

ابتدا توجه کنید کهخ: سپا

 

n n
nS a a

n

n

( )

( )

= +

= +

=

۱۲

۵۲۵ ۳ ۳۹
۲

۲۵

 

بنابراین دنباله ۲۵ جمله دارد و در نتیجه

 

a a d

d

d

= +

= +

=

۲۵ ۱ ۲۴

۳۹ ۳ ۲۴

۳
۲

] چقدر است؟ , ]۱۸ ۳۰۰ مجموع مضرب‌های ۳ در بازه‌ی 

] دنباله‌ای حسابی با جمله‌ی نخست ۱۸  :لح‌هار , ]۱۸ ۳۰۰ توجه کنید که مضرب‌های 3 در بازه‌ی 
و جمله‌ی آخر ۳۰۰ و قدرنسبت ۳ تشکیل می‌دهند. اگر تعداد این مضرب‌ها n تا باشد، آن‌گاه

 
na a n d

n

n

( )

( )

= + −

= + −

=

۱ ۱

۳۰۰ ۱۸ ۱ ۳

۹۵

 

بنابراین 
 S ( )= + =۹۵

۹۵ ۱۸ ۳۰۰ ۱۵۱۰۵
۲

 

 1تست

6 
مسئله

 2تست

7 
مسئله
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در مس��ابقه‌ی توپ جمع‌کنی، س��بدی در نقطه‌‌ی شورع قارر داده شده اس��ت که فاصلها‌ش از نخستین 
توپ ۵ متر اس��ت و بقیه‌ی توپ‌ها در فاصله‌های ۳ متری از توپ‌های کناری‌ش��ان روی یک خط راست 
قارر داده ش��دها‌ند. ده توپ روی یک خط راس��ت قارر دارند. هر بازیکن باید از کنار س��بد ش��ورع به 
حرکت کند، نزدیک‌ترین توپ را بردارد، بورد و آن را در سبد بیندازد و این کار را تکارر کند تا همه‌ی 

توپ‌ها را در سبد بیندازد. هر بازیکن در کل چه مسافتی را طی می‌کند؟

۲× متر را طی کند. برای  :لح‌هار برای این‌که بازیکنی توپ اول را بردارد و در س��بد بیندازد، باید ۵
) متر را طی کند، … و برای  )+ ×۲ ۵ ۲ ۳ ) متر را طی کند، برای توپ سوم باید  )+۲ ۵ ۳ توپ دوم باید 
۲× و  ) متر را طی کند. این عددها دنباله‌ای حس��ابی با جمله‌ی نخس��ت ۵ )+ ×۲ ۵ ۹ ۳ توپ دهم باید 
) تشکیل می‌دهند و تعداد آن‌ها ده‌تاست. بنابراین مجموع آن‌ها برابر است با )+ ×۲ ۵ ۹ ۳ جمله‌ی آخر 

 S ( ( ))= × + + × =۱۰
۱۰ ۲ ۵ ۲ ۵ ۹ ۳ ۳۷۰
۲

 

یعنی هر بازیکن باید ۳۷۰ متر را طی کند تا همه‌ی توپ‌ها را در سبد بیندازد.

, را از ابتدا جمع کنیم تا حاصل ۶۳۶ شود؟ , ,۹ ۱۷ ۲۵  چندتا از جمله‌های دنباله‌ی حسابی 

۱۳ )۴ 	۱۲ )۳ 	۱۱ )۲ 	۱۰ )۱

جمله‌ی اول دنباله برابر ۹ و قدرنسبت آن ۸ است. بنابراین مجموع n جمله‌ی نخست دنباله خ: سپا
برابر است با

 n n na n d n n n n( ( ) ) ( ( )) ( )+ − = × + − = + − = +۲
۱۲ ۱ ۲ ۹ ۸ ۱ ۱۸ ۸ ۸ ۴ ۵

۲ ۲ ۲
 

در نتیجه

 
n n n n n n

n n (.¡.¡.ù)      

( )( )

,

+ = ⇒ + − = ⇒ + − =

= − =

۲ ۲۴ ۵ ۶۳۶ ۴ ۵ ۶۳۶ ۰ ۴ ۵۳ ۱۲ ۰

۵۳ ۱۲
۴

 

بنابراین باید دوازده جمله‌ی نخست دنباله را جمع کنیم.

چند جمله‌ی نخست دنباله‌ی حسابی زیر را باید جمع کنیم تا حاصل باربر ۷۸ شود؟
 , , ,۲۴ ۲۱ ۱۸   

. اکنون توجه کنید که :لح‌هار d = − = −۲۱ ۲۴ a و ۳ =۱ توجه کنید که در این دنباله‌ی حسابی ۲۴

 n
nS a n d( ( ) )= + −۱۲ ۱
۲

، آن‌گاه nS = ۷۸ بنابراین اگر 
n nn n( ( )( )) ( )= × + − − = −۷۸ ۲ ۲۴ ۱ ۳ ۵۱ ۳
۲ ۲

به این ترتیب
 n n n n n n( )( )− + = ⇒ − + = ⇒ − − =۲ ۲۳ ۵۱ ۱۵۶ ۰ ۱۷ ۵۲ ۰ ۴ ۱۳ ۰

، یعنی باید چهار یا س��یزده جمله‌ی نخست دنباله‌ی حسابی موردنظر را  n =۱۳ n یا  =۴ بنابراین 
جم��ع کنیم تا حاصل برابر ۷۸ ش��ود )هر دوی این جواب‌ها قابل قبول هس��تند، زیرا قدرنس��بت 
دنباله‌ی موردنظر منفی اس��ت و برخی جمله‌ها مثبت و برخی دیگر منفی هستند، در نتیجه، ممکن 

است مجموع تعدادی از جمله‌ها صفر شود(.
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8  هلداعو م ربج :ولافصل  

دس��ت‌کم چندتا از جمله‌های دنباله‌ی حسابی زیر را از ابتدا با هم جمع کنیم تا مجموع آن‌ها از ۱۵۶۸ 
بیشتر شود؟

 , , ,۲ ۱۲۰ ۲۲ ۲۵
۳ ۳

  

. بنابراین :لح‌هار d = − =۲ ۸۲۲ ۲۰
۳ ۳

جمله‌ی نخست این دنباله ۲۰ و قدرنسبت آن برابر است با 

 

n
nS n

n n

nn

n n

n n

( ( ) )

( ( ) )

( )

( )( )

> ⇒ × + − >

+ − >

+ >

+ − >

− + >

۲

۸۱۵۶۸ ۲ ۲۰ ۱ ۱۵۶۸
۲ ۳

۱۵ ۱ ۳۹۲
۳

۱۴ ۳۹۲
۳
۱۴ ۱۱۷۶ ۰

۲۸ ۴۲ ۰

 

. بنابراین دس��ت‌کم باید ۲۹ جمله از ابت��دای دنباله‌ی موردنظر را  n ، پس ۲۸< n + >۴۲ چ��ون ۰
جمع کنیم تا مجموع آن‌ها از ۱۵۶۸ بیشتر شود.

S۲۳ چقدر است؟ . مقدار  a a+ =۷ ۹ ۳۲ a و  =۵ ۲۲ در دنباله‌ا‌ی حسابی 

، بنابراین :لح‌هار na a n d( )= + −۱ ۱ توجه کنید که 

 

a a d

a a a d a d

a d

( )

( ) ( )

( )

= ⇒ + =

+ = ⇒ + + + =

+ =

۵ ۱

۷ ۹ ۱ ۱

۱

۲۲ ۴ ۲۲ ۱

۳۲ ۶ ۸ ۳۲

۲ ۱۴ ۳۲ ۲

 

. d = −۲ a و  =۱ ۳۰ اگر دستگاه معادله‌های )۱( و )۲( را حل کنیم، به‌دست می‌آید: 
از طرف دیگر،

 n
nS a n d( ( ) )= + −۱۲ ۱
۲

 

بنابراین

 S ( ( )( ))= × + − − =۲۳
۲۳ ۲ ۳۰ ۲۳ ۱ ۲ ۱۸۴
۲

۲۸− و مجموع شش جمله‌ی نخست باربر ۵۸  در دنبالها‌ی حس��ابی مجموع چهار جمله‌ی نخست باربر 
است. مجموع شانزده جمله‌ی نخست این دنباله چقدر است؟

S، پس :لح‌هار =۶ ۵۸ S و = −۴ ۲۸ چون

 
a d a d

a d a d

( )

( )

+ = − ⇒ + = −

+ = ⇒ + =

۱ ۱

۱ ۱

۴ ۲ ۳ ۲۸ ۲ ۳ ۱۴
۲
۶ ۲ ۵ ۵۸ ۶ ۱۵ ۵۸
۲

. بنابراین d = ۵۰
۳

a و = −۱ ازحل دستگاه معادله‌های فوق نتیجه می‌شود۳۲

 S a d( ) ( ( ) ( ))= + = − + =۱۶ ۱
۱۶ ۵۰۲ ۱۵ ۸ ۲ ۳۲ ۱۵ ۱۴۸۸
۲ ۳
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9

در دنبالها‌ی حس��ابی مجموع جمله‌های شش��م، نهم، داوزدهم و پانزدهم باربر با ۲۰ شده است. مجموع 
بیست جمله‌ی نخست این دنباله چقدر است؟

بنابر فرض، :لحل او‌هار
 a a a a ( )+ + + =۶ ۹ ۱۲ ۱۵ ۲۰ ۱  

. بنابراین k l s ta a a a+ = + ، آن‌گاه  k l s t+ = + از طرف دیگر، در دنباله‌های حسابی، اگر 
 a a a a a a+ = + = +۶ ۱۵ ۹ ۱۲ ۱ ۲۰  

بنابراین از تساوی )۱( نتیجه می‌شود

 

a a a a

a a a a

a a

( ) ( )

( ) ( )

+ + + =

+ + + =

+ =

۶ ۱۵ ۹ ۱۲

۱ ۲۰ ۱ ۲۰

۱ ۲۰

۲۰

۲۰

۱۰

 

، بنابراین n n
nS a a( )= +۱۲

اکنون توجه کنید که 

 S a a( ) ( )= + = =۲۰ ۱ ۲۰
۲۰ ۲۰ ۱۰ ۱۰۰
۲ ۲

 

، پس na a n d( )= + −۱ ۱  لح‌هاردوم: چون 
a a a a

a d a d a d a d

a d

a d

( ) ( ) ( ) ( )

+ + + =

+ + + + + + + =

+ =

+ =

۶ ۹ ۱۲ ۱۵

۱ ۱ ۱ ۱

۱

۱

۲۰

۵ ۸ ۱۱ ۱۴ ۲۰

۴ ۳۸ ۲۰

۲ ۱۹ ۱۰

، بنابراین n
nS a n d( ( ) )= + −۱۲ ۱
۲

اکنون توجه کنید که 

 S a d( ) ( )= + = =۲۰ ۱
۲۰ ۲۰۲ ۱۹ ۱۰ ۱۰۰
۲ ۲

+x جمله‌های دنبالها‌ی حس��ابی باش��ند،  + + + =۱ ۷ ۱۳ ۲۸۰  اگر عددهای س��مت چپ معادله‌ی 
مجموع رقم‌های x چقدر است؟

۱۲ )۴ 	۱۱ )۳ 	۱۰ )۲ 	۹ )۱

س��مت چپ معادله، مجموع جمله‌های یک دنباله‌ی حس��ابی اس��ت که جمله‌ی اول آن ۱ و خ: سپا
قدرنسبت آن ۶ است. بنابراین

 
n nx a n d n

n n n n

( ( ) ) ( ( ))

( )

+ + + + = + − = + −

= − = −

۱

۲

۱ ۷ ۱۳ ۲ ۱ ۲ ۶ ۱
۲ ۲

۶ ۴ ۳ ۲
۲



در نتیجه

 

n n n n

n n

n n (.¡.¡.ù)      

( )( )

,

− = ⇒ − − =

+ − =

= − =

۲ ۲۳ ۲ ۲۸۰ ۳ ۲ ۲۸۰ ۰

۳ ۲۸ ۱۰ ۰

۲۸ ۱۰
۳

به این ترتیب
 x a a d( )= = + − = + × =۱۰ ۱ ۱۰ ۱ ۱ ۹ ۶ ۵۵

پس مجموع رقم‌های x برابر ۱۰ است.
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10  هلداعو م ربج :ولافصل  

جمله‌های دنبالها‌ی حس��ابی عددهای طبیعیا‌ند و مجموع چهار جمله‌ی نخس��ت آن باربر ۵۶ است. اگر 
جمله‌ی داوزدهم این دنباله بین ۶۷ و ۷۴ باشد، جمله‌ی بیستم آن چقدر است؟

توجه کنید که :لح‌هار
 S a d a d( ) ( )= ⇒ + = ⇒ + =۴ ۱ ۱

۴۵۶ ۲ ۳ ۵۶ ۲ ۳ ۲۸ ۱
۲

 

، پس a< <۱۲۶۷ ۷۴ از طرف دیگر، 
 a d ( )< + <۱۶۷ ۱۱ ۷۴ ۲  

da و در نتیجه نابرابری‌های )۲( را می‌توان این‌طور نوشت −=۱
۲۸ ۳

۲
از تساوی )۱( به‌دست می‌آید 

 
d d

d

−< + <

< <

۲۸ ۳۶۷ ۱۱ ۷۴
۲

۱۰۶ ۱۲۰
۱۹ ۱۹

d و در نتیجه، از تساوی )۱( نتیجه می‌شود (، پس ۶= d a a= −۲ چون d عددی صحیح اس��ت )۱
. a a d= + =۲۰ ۱ ۱۹ ۱۱۹ . به این ترتیب،  a =۱ ۵

n و جمله‌ی پنجم باربر با ۱۸ است. جمله‌ی نخست و قدرنسبت  nS S= ۲۴  در دنبالها‌ی حسابی همواره 
این دنباله را پیدا کنید.

: :لح‌هار n n قرار می‌دهیم ۱= nS S=۲ ۴ در تساوی 
 S S a a a a a a d a d a= ⇒ + = ⇒ = ⇒ + = ⇒ =۲ ۱ ۲ ۱ ۱ ۲ ۱ ۱ ۱ ۱۴ ۴ ۳ ۳ ۲  

، پس a =۵ ۱۸ چون 

 
a a d

a a( )

= + =

+ =

۵ ۱

۱ ۱

۴ ۱۸

۴ ۲ ۱۸
 

. d =۴ a و  =۱ بنابراین ۲

. m

n

a m
a n

−=
−

۲ ۱
۲ ۱

. ثابت کنید  m

n

S mm n
S n

( )≠ =
۲

۲
در دنبالها‌ی حسابی 

. بنابراین :لح‌هار m nn S m S=۲ ۲ m نتیجه می‌شود 

n

S m
S n

=
۲

۲
از تساوی 

 

m nn a m d m a n d

n a m d m a n d

a n mnd nd a m mnd md

a n m d n m d a

( ( ) ) ( ( ) )

( ( ) ) ( ( ) )

( ) ( )

+ − = + −

+ − = + −

+ − = + −

− = − ⇒ =

۲ ۲
۱ ۱

۱ ۱

۱ ۱

۱ ۱

۲ ۱ ۲ ۱
۲ ۲

۲ ۱ ۲ ۱

۲ ۲

۲ ۲

 

اکنون توجه کنید که

 

m

n

a m d a m aa
a a n d a n a

a m m
a n n

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( )

( )

+ − + −
= =

+ − + −

− −= =
− −

۱ ۱ ۱

۱ ۱ ۱

۱

۱

۱ ۱ ۲
۱ ۱ ۲

۲ ۱ ۲ ۱
۲ ۱ ۲ ۱
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11

در دنبالها‌ی حس��ابی مجموع k جمله‌ی نخست باربر با صفر است. ثابت کنید مجموع m جمله‌ی بعدی 

.
a k m m

k
( )− +

−
۱

۱
باربر است با 

چون مجموع k جمله‌ی نخست صفر است، پس :لح‌هار

 k
akS a k d a k d d

k
( ( ) ) ( )= + − = ⇒ + − = ⇒ = −

−
۱

۱ ۱
۲

۲ ۱ ۰ ۲ ۱ ۰
۲ ۱

 

k جمله‌ی نخست است، پس m+ چون مجموع m جمله‌ی بعدی همان مجموع 

 
m k

am k m kS a m k d a m k
k

a m k mm k k m ka m k a m k
k k k

( )( ( ) ) ( )( ( )( ))

( )
( )( ) ( )( )

+
+ += + + − = + + − −

−
− ++ − − − − += + − = + =

− − −

۱
۱ ۱

۱
۱ ۱

۲
۲ ۱ ۲ ۱

۲ ۲ ۱
۱ ۱ ۱۱

۱ ۱ ۱

 

 . m n( )≠ در دنبالها‌ی حسابی، مجموع m جمله‌ی نخست باربر با مجموع n جمله‌ی نخست شده است 
m جمله‌ی نخست باربر صفر است. n+ ثابت کنید مجموع 

می‌توان نوشت :لح‌هار

 

m n
m nS S a m d a n d

ma m m d na n n d

m n a m m n n d

m n a m n m n m n d

m n a m n m n d

a m n d

( ( ) ) ( ( ) )

( ) ( )

( ) ( )

( ) (( )( ) ( ))

( ) ( )( )

( )

= ⇒ + − = + −

+ − = + −

− + − − + =

− + − + − − =

− + − + − =

+ + − =

۱ ۱

۲ ۲
۱ ۱

۲ ۲
۱

۱

۱

۱

۲ ۱ ۲ ۱
۲ ۲
۲ ۲

۲ ۰

۲ ۰

۲ ۱ ۰

۲ ۱ ۰

بنابراین

 m n
m n m nS a m n d( ( ) )+

+ += + + − = × =۱۲ ۱ ۰ ۰
۲ ۲

 

. ثابت کنید مجموع km جمله‌ی نخس��ت این  k m( )≠  ma
k

= ۱ ka و 
m

= ۱  در دنبالها‌ی حس��ابی 

)km است. )+۱ ۱
۲

دنباله باربر 

توجه کنید که :لح‌هار

 
k

m

a a k d
m m

a a m d
k k

( ) ( )

( ) ( )

= ⇒ + − =

= ⇒ + − =

۱

۱

۱ ۱۱ ۱

۱ ۱۱ ۲
 

اگر تساوی )۲( را از تساوی )۱( کم کنیم، به‌دست می‌آید

 k mk m d d k m
m k km km

( ) ( )−− = − = ⇒ = − ≠۱ ۱ ۱ ۰  

بنابراین از تساوی )۱( نتیجه می‌شود

 a k d k
m m km km

( ) ( )= − − = − − =۱
۱ ۱ ۱ ۱۱ ۱  
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12  هلداعو م ربج :ولافصل  

به این ترتیب

 

km
kmS a km d

km km
km km

km
km km

km km
km

( ( ) )

( ( ) )

( )

( ) ( )

= + −

= + −

= + −

= + = +

۱۲ ۱
۲

۲ ۱۱
۲

۲ ۱۱
۲

۱ ۱۱ ۱
۲ ۲

 

kS مجموع k جمله‌ی نخست دنباله‌ای دلخواه باشد، آن‌گاه اگر 
 k k k k k kS S a a a a a a a a( )− − −− = + + + + − + + + =۱ ۱ ۲ ۱ ۱ ۲ ۱   

بنابراین نتیجه‌ی زیر به‌دست می‌آید.

. n n na S S −= − a و ۱ S=۱ در هر دنباله ۱

nS باش��د، حاص‌لضرب  n n= −۲۲ ۳ اگ��ر مجموع n جمله‌ی نخس��ت دنبالها‌ی حس��ابی به صورت 
جمله‌ی نخست و قدرنسبت این دنباله چقدر است؟

−۹  )۴ 	−۸  )۳ 	−۶  )۲ 	−۴  )۱

توجه کنید کهخ: سپا

 

S a

S a a

a

a

= × − × = − ⇒ = −

= × − × = ⇒ + =

− + =

=

۲
۱ ۱

۲
۲ ۱ ۲

۲

۲

۲ ۱ ۳ ۱ ۱ ۱

۲ ۲ ۳ ۲ ۲ ۲

۱ ۲

۳

 

. a d = −۱ ۴ . در نتیجه  d a a= − =۲ ۱ ۴ بنابراین قدرنسبت دنباله برابر است با 

. n n nS S S− −− +۱ ۲۲  ثابت کنید در هر دنباله‌ی حسابی قدرنسبت باربر است با 

. بنابراین :لح‌هار n n na S S −= − ابتدا توجه کنید که ۱

 n n n n n n n

n n

S S S S S S S

a a d

( ) ( )− − − − −

−

− + = − − −

= − =

۱ ۲ ۱ ۱ ۲

۱

۲
 

توجه کنید که

 
n

n n d ndS a n d na

d dn a n

( ( ) )

( )

= + − = + −

= + −

۲
۱ ۱

۲
۱

۲ ۱
۲ ۲ ۲

۲ ۲

 

. nS An Bn= +۲ یعنی عددهایی مانند A و B وجود دارند که

nS مجموع n جمله‌ی دنباله‌ای حسابی باشد، عددهایی مانند A و B وجود دارند که اگر 

 nS An Bn= +۲

نتیجه

 5تست
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nS  مجموع n جمله‌ی نخست دنبالها‌ی حسابی باشد، جمله‌ی دوم  n k n k( )= − + + − +۲۲ ۵  اگر۲
این دنباله چقدر است؟

۴ )۴ 	۳ )۳ 	۲ )۲ 	۱ )۱

. به این ترتیبخ: سپا k ، در نتیجه ۲= k− + =۲ An باشد، پس ۰ Bn+۲ nS باید به شکل  چون 
 nS n n= − +۲۲ ۷  

در نتیجه

 
S a

S a a a a

= − × + × = ⇒ =

= − × + × = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ =

۲
۱ ۱

۲
۲ ۱ ۲ ۲ ۲

۲ ۱ ۷ ۱ ۵ ۵

۲ ۲ ۷ ۲ ۶ ۶ ۵ ۶ ۱
 

 ب( دنباله‌های هندسی

دنباله‌ی هندس��ی دنباله‌ای اس��ت که در آن هر جمله به‌جز جمله‌ی نخست، با ضرب کردن عددی 
ثابت و غیرصفر به نام قدرنسبت در جمله‌ی قبل از آن به‌دست می‌آید. به این ترتیب، اگر جمله‌ی 

نخست دنباله‌ای هندسی a۱ و قدرنسبت آن q باشد، این دنباله به صورت زیر است:
 a a q a q a q, , , ,۲ ۳

۱ ۱ ۱ ۱   

n اس��ت. در این کتاب فرض 
na a q −= ۱

۱ معلوم اس��ت که جمله‌ی عمومی این دنباله به صورت 
. a ≠۱ می‌کنیم ۰

م پینوکیو ۱ س��که داش��ت. روباه مکار به او وعده داد که اگر ش��بی سکه‌اش را بالای تپه 	:لاث
ب��کارد، فردا صبح درختی با ۲ س��که روی آن می‌روید و بعد از آن هر روز صبح تعداد 
س��که‌ها دو برابر می‌ش��ود. در این داستان، تعداد س��که‌های روی درخت در هر صبح، 

دنباله‌ای هندسی با جمله‌ی نخست ۲ و قدرنسبت ۲ تشکیل می‌دهند:

 
Ï»H cLÅ ³»j cLÅ ³¼w cLÅ

2 2 2× = × =۲ ۲ ۳۲ ۲ ۲ ۲


پینوکیو می‌خواهد حساب کند که در صبح روز سی‌امُ چند سکه روی درخت وجود دارد. 
در حقیقت، او می‌خواهد مجموع زیر را حساب کند:

 S ( )= + + + +۲ ۳ ۳۰۲ ۲ ۲ ۲ ۱

با این که می‌دانیم پینوکیو هیچ‌وقت به این همه سکه نمی‌رسد، ولی بد نیست به او کمک 
کنیم تا این مجموع را حساب کند، زیرا روش پیدا کردن این مجموع، برای پیدا کردن 

مجموع n جمله‌ی نخست دنباله‌های هندسی به کارمان می‌آید.
دو طرف تساوی )۱( را در ۲ ضرب می‌کنیم:

 S ( )= + + + +۲ ۳ ۴ ۳۱۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲  
اکنون اگر تساوی )۱( را از تساوی )۲( کم کنیم، به‌دست می‌آید

 
S S

S

( )

( )

− = + + + + − + + + +

= − = −

۲ ۳ ۴ ۳۱ ۲ ۳ ۳۰

۳۱ ۳۰

۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲

۲ ۲ ۲ ۲ ۱

 

 

S=۲۱۴۷۴۸۳۶۴۶. توجه کنید که ۲، که  با اس��تفاده از ماشین حساب معلوم می‌شود که
دو طرف تساوی )۱( را در آن ضرب کردیم، قدرنسبت دنباله‌ی هندسی موردنظر است.

 6تست



14  هلداعو م ربج :ولافصل  

در این‌جا دستوری برای پیدا کردن مجموع n جمله‌ی نخست دنباله‌های هندسی پیدا می‌کنیم.
 . n

na a q −= ۱
۱  دنباله‌ای هندس��ی با قدرنس��بت q باشد در این صورت   ، a۲ ، a۱ فرض کنید

فرض کنید
 n nS a a a= + + +۱ ۲   

، آن‌‌گاه همه‌ی جمله‌ها برابر a۱ هستند، در نتیجه q معلوم است که اگر ۱=
 nS na= ۱ 

. توجه کنید که q فرض کنید ۱≠
 n

nS a a q a q a q ( )−= + + + +۲ ۱
۱ ۱ ۱ ۱ ۱  
و اگر دو طرف این تساوی را در q ضرب کنیم، به‌دست می‌آید

 n
nqS a q a q a q a q ( )= + + + +۲ ۳

۱ ۱ ۱ ۱ ۲  
اگر تساوی )۱( را از تساوی )۲( کم کنیم، نتیجه می‌شود

 
n

n n

n
n

qS S a q a

q S a q( ) ( )

− = −

− = −

۱ ۱

۱۱ ۱
 

.
n

n
qS a
q

−=
−۱

۱
۱

بنابراین 

nS مجموع  q و  ، n جمله‌ی نخست دنباله‌ای هندسی با قدرنسبت q باشند، ۱≠ na ،  و  a۲ ، a۱ اگر
این جمله‌ها باشد، آن‌گاه

 
n

n
qS a
q

−=
−۱

۱
۱

۷۸۱ شده است. جمله‌ی نخست 
۷۵

مجموع  پنج جمله‌ی نخس��ت دنبالها‌ی هندسی با قدرنسبت ۵ باربر 

این دنباله چقدر است؟

 ۱
۵۵

 )۴ 	 ۱
۶۵

 )۳ 	 ۱
۷۵

 )۲ 	 ۱
۸۵

 )۱

S، پسخ: سپا =۵
۷۸۱
۷۵

q و  =۵ چون 

 qS a a
q

− −= = =
− −

۵ ۵
۵ ۱ ۱

۱ ۵ ۱ ۷۸۱
۱ ۵ ۱ ۷۵

 

. a =۱
۱
۷۵

بنابراین 

S. قدرنسبت این دنباله چقدر است؟ =۳ ۱۹۵ a و  =۱ ۱۳۵  در دنبالها‌ی هندسی 

بنابر فرض مسئله، :لح‌هار

 

qS a q q
q

q q q q q q

q q q q q q     

( ) ( )

( )( ) ( )

( )( ) ,

−= = ⇒ − = −
−

− + + = − ⇒ + + =

+ − = ⇒ − + = ⇒ = = −

۳
۳

۳ ۱

۲ ۲

۲

۱ ۱۹۵ ۱۳۵ ۱ ۱۹۵ ۱
۱

۱۳۵ ۱ ۱ ۱۹۵ ۱ ۹ ۹ ۹ ۱۳

۱ ۴۹ ۹ ۴ ۰ ۳ ۱ ۳ ۴ ۰
۳ ۳

 

نتیجه

 7تست
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. مجموع داوزده جمله‌ی نخس��ت این دنباله  a ( )= −۳ ۳
۳ ۲ ۱ ۴ a و  = −۳

۱ ۲  در دنبالها‌ی هندس��ی ۱
چقدر است؟

قدرنسبت دنباله را به‌دست می‌آوریم: :لح‌هار
 a a q q q q( ) ( )= ⇒ − = − ⇒ = ⇒ = ±۳ ۳ ۳ ۳ ۳۲ ۲ ۲

۳ ۱ ۲ ۱ ۴ ۲ ۱ ۴ ۲  

، آن‌گاه q = ۳ ۲ اگر 

 S ( )
( )

−
= − = − =

−

۳ ۱۲۳
۱۲ ۳

۲ ۱۲ ۱ ۱۶ ۱ ۱۵
۲ ۱

 

، آن‌گاه q = −۳ ۲ اگر 

 S ( )
( ) ( ) ( )

− − − −= − = − = −
− − − − +

۳ ۱۲ ۳۳ ۳
۱۲ ۳ ۳ ۳

۲ ۱ ۱۶ ۱ ۲ ۱۲ ۱ ۲ ۱ ۱۵
۲ ۱ ۲ ۱ ۲ ۱

+ را حساب کنید. + + +
+ + + +

۲ ۱۳

۲ ۶
۱ ۲ ۲ ۲
۱ ۲ ۲ ۲





 مقدار 

، مجموع n جمله‌ی نخست  :لح‌هار q در دنباله‌ی هندس��ی با جمله‌ی نخس��ت a۱ و قدرنس��بت 

. در نتیجه
nqa

q
−

−۱
۱

۱
برابر است با 

 ( )( )
−× − ++ + + + −−= = = = + =

+ + + + − − −×
−

۱۴
۷ ۷۲ ۱۳ ۱۴ ۷

۲ ۶ ۷ ۷ ۷

۲ ۱۱ ۲ ۱ ۲ ۱۱ ۲ ۲ ۲ ۲ ۱۲ ۱ ۲ ۱ ۱۲۹
۱ ۲ ۲ ۲ ۲ ۱ ۲ ۱ ۲ ۱۱

۲ ۱





 

، مقدار a چقدر است؟ a a a a a

a a a

( )( )+ + + + +
=

+ + +

۸ ۴ ۳ ۲

۹ ۶ ۳
۱ ۱ ۳۱

۱
 اگر 

−۷  )۴ 	 ,−۶ ۵  )۳ 	 ,−۵ ۵  )۲ 	−۵  )۱

(،خ: سپا a توجه کنید که )چون۱≠

 

aa a
a

aa a a
a

−+ + =
−

−+ + + =
−

۱۲۸ ۴
۴

۴۳ ۲

۱۱
۱

۱۱
۱

 

اگر این تساوی‌ها را در هم ضرب کنیم، معلوم می‌شود که صورت کسر داده شده برابر است با

 a
a

−
−

۱۲ ۱
۱

 

. در نتیجه a
a

−
−

۱۲

۳
۱
۱

همچنین مخرج کسر برابر است با 

 
a

aa a a
aa

a

−
−− = = + + =

−−
−

۱۲
۳ ۲

۱۲

۳

۱
۱۱ ۱ ۳۱

۱۱
۱

 

بنابراین
 a a a a a a      ,+ = ⇒ + − = ⇒ = − =۲ ۲۳۰ ۳۰ ۰ ۶ ۵  
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16  هلداعو م ربج :ولافصل  

توپی را از هر ارتفاعی که رها می‌کنیم، پس از برخورد با زمین به اندازه‌ی دو 
پنجم ارتفاع والیه‌ی خود بالا می‌رود. اگر این توپ را از ارتفاع ۵۰ متری رها 
کنیم، مسافتی که قبل از برخورد دهم با زمین طی می‌کند، چند متر است؟

طول مسیری که توپ بعد از اولین برخورد تا دهمین برخورد با زمین طی می‌کند برابر است با :لح‌هار

 
( )

( ( ) ) ( )
−

+ + + × = × × = −
−

۹
۸ ۹

۲ ۱
۲ ۲۰۰ ۲۰۰ ۲۵۲ ۲۰ ۸ ۲۰ ۲ ۲۰
۵ ۲ ۳ ۳ ۵۱

۵

  

توپ قبل از اولین برخورد با زمین هم ۵۰ متر طی کرده است. پس طول کل مسیر برابر است با
 ( ) ( )+ − = −۹ ۹۲۰۰ ۲۰۰ ۲ ۳۵۰ ۲۰۰ ۲۵۰

۳ ۳ ۵ ۳ ۳ ۵
 

۵۵ شود؟
۷۲

, را از ابتدا جمع کنیم تا حاصل باربر  , ,−۲ ۱ ۱
۹ ۳ ۲

 چند تا از جمله‌های دنباله‌ی هندسی 

a و :لح‌هار =۱
۲
۹

. در این دنباله 
n

n
qS a
q

−=
−۱

۱
۱

توجه کنید که 

 a
q

a

−
= = = −۲

۱

۱
۳۳

۲ ۲
۹

 

بنابراین

 
n

n
nS

( )
( ) ( )

− −
= ⇒ = × ⇒ − = − = −

− −

۵
۳ ۱

۵۵ ۵۵ ۲ ۳ ۲۴۳ ۳۲
۷۲ ۷۲ ۹ ۳ ۲ ۳۲ ۲۱

۲

 

. یعنی باید پنج جمله‌ی نخست دنباله‌ی موردنظر را با هم جمع کنیم تا حاصل برابر  n =۵ بنابراین 
۵۵ شود.

۷۲

 به‌دست می‌آید. قدرنسبت 
n n

n n
S

−
−=

× ۲
۳ ۲
۴ ۳

 در یک دنباله‌ی هندسی، مجموع n جمله‌ی لوا از رابطه‌ی 

دنباله کدام است؟

 ۱
۲

 )۴ 	 ۱
۳

 )۳ 	 ۳
۲

 )۲ 	 ۲
۳

 )۱

ابتدا جمله‌های اول و دوم دنباله را پیدا می‌کنیم:خ: سپا
 a S a a S a a     ,

−
− −= = = + = = = ⇒ + = ⇒ =

××
۱ ۱ ۱ ۲ ۲ ۲ ۲۱

۳ ۲ ۳ ۹ ۴ ۵ ۳ ۵ ۱
۴ ۴ ۱ ۴ ۴ ۴ ۲۴ ۳

 

بنابراین

 a
q

a
= = =۲

۱

۱
۲۲

۳ ۳
۴
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تعداد جمله‌های دنبالها‌ی هندس��ی عددی زوج اس��ت و مجموع همه‌ی ای��ن جمله‌ها، پنج باربر مجموع 
جمله‌های با ردیف رفد است. قدرنسبت این دنباله‌ی هندسی چقدر است؟

فرض کنید تعداد جمله‌های دنباله‌ی موردنظر 2n باشد. بنابر فرض :لح‌هار

 

n n

n
n

n

n n

S a a a

qa a a q a q
q

a a q a q

q qa a
q qq

( )

( )

( ( ) )

( )

( )( )

−

−

−

= + + +

− = + + +
−

= + + +

− −= =
− +−

۲ ۱ ۳ ۲ ۱

۲
۲ ۲ ۲

۱ ۱ ۱ ۱

۲ ۲ ۱
۱ ۱ ۱

۲ ۲
۱ ۱۲

۵

۱ ۵
۱

۵

۱ ۱۵ ۵
۱ ۱۱







 

. q =۴ ، در نتیجه  q + =۱ ۵ بنابراین 

 در دنبالها‌ی هندس��ی مجموع پنج جمله‌ی نخس��ت پنج باربر جمله‌ی نخس��ت اس��ت و مجموع پانزده 
جمله‌ی نخست باربر ۱۰۰ است. مجموع جمله‌های نخست، ششم و یازدهم این دنباله چقدر است؟

بنابر فرض مسئله، :لح‌هار

 

qS a a a q q
q

qS a a q q
q

( ) ( )

( ) ( ) ( )

−= ⇒ = ⇒ − = −
−

−= ⇒ = ⇒ − = −
−

۵
۵

۵ ۱ ۱ ۱

۱۵
۱۵

۱۵ ۱ ۱

۱۵ ۵ ۱ ۵ ۱ ۱
۱

۱۱۰۰ ۱۰۰ ۱ ۱۰۰ ۱ ۲
۱

 

دو طرف تساوی )2( را بر دو طرف تساوی )1( تقسیم می‌کنیم:

 

a q q
qq

a q q q

q

a q a q a

( ) ( )

( )

( )( )

− −
=

−−

− + +
=

−

+ + =

۱۵
۱

۵

۵ ۱۰ ۵
۱

۵

۱۰ ۵
۱ ۱ ۱

۱ ۱۰۰ ۱
۵ ۱۱

۱ ۱
۲۰

۱

۲۰

 

بنابراین
 a a a+ + =۱ ۶ ۱۱ ۲۰ 

. n n

n

S
q

S
= +۲ ۱ nS مجموع n جمله‌ی نخست دنبالها‌ی هندسی با قدرنسبت q باشد، ثابت کنید  اگر 

توجه کنید که :لح‌هار

 
n n

n n
q qS a S a
q q

,
− −= =

− −

۲
۱ ۲ ۱

۱ ۱
۱ ۱

 

بنابراین

 

n
n nn

n n
n n nn

qaS q qq q q
S q q qa

q

( )( )
−

− +− −= = = = +
− − −

−

۲
۱ ۲

۲

۱

۱
۱ ۱۱ ۱ ۱

۱ ۱ ۱
۱
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18  هلداعو م ربج :ولافصل  

، آن‌گاه n ≥۲ a دنبالها‌ی هندسی با قدرنسبت q باشد. ثابت کنید اگر  a, ,۱ ۲  رفض کنید 

 n n
qa a a a S

q
+ + + + =

+۲ ۴ ۶ ۲ ۲۱
  

. بنابراین :لح‌هار
n

n
qS a
q

−=
−

۲
۲ ۱

۱
۱

توجه کنید که 

 

n
n

n

nn

n
n

a a a a a q a q a q a q

a q q q q

a q qq qa
q qq

q q qa S
q q q

( )

( )(( ) )

( )( )

−

−

+ + + + = + + + +

= + + + +

−−
= × =

+ −−

−= × =
+ − +

۳ ۵ ۲ ۱
۲ ۴ ۶ ۲ ۱ ۱ ۱ ۱

۳ ۵ ۲ ۱
۱

۲۲
۱

۱ ۲

۲
۱ ۲

۱۱
۱ ۱۱

۱
۱ ۱ ۱

 



 

na می‌توانیم به این نکته توجه کنیم که جمله‌های  a a a+ + + +۲ ۴ ۶ ۲ برای محاسبه‌ی مجموع 
q۲ هس��تند، پس  این مجموع، جمله‌های دنباله‌ای هندس��ی با جمله‌ی نخس��ت a۲ و قدرنس��بت 

مجموع آن‌ها برابر است با

 
n nq qa a q

q q

( ) − −=
− −

۲ ۲
۲ ۱۲ ۲

۱ ۱
۱ ۱

 n مجموع S۲  ف��رض کنید در دنبالها‌ی هندس��ی ک��ه 3n جمله دارد، S۱ مجموع n جمله‌ی نخس��ت، 
S دنبالها‌ی هندسی است. S S, ,۱ ۲ ۳ S۳ مجموع n جمله‌ی آخر باشد. ثابت کنید  جمله‌ی بعدی و 

توجه کنید که :لح‌هار

 

n
n

n
n n n n n n

n
n n n n n n

qS a a q a q a
q

qS a q a q a q a q q q a q
q

qS a q a q a q a q q q a q
q

( )

( )

−

+ − −

+ − −

−= + + + =
−

−= + + + = + + + =
−

−= + + + = + + + =
−

۱
۱ ۱ ۱ ۱ ۱

۱ ۲ ۱ ۱
۲ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱

۲ ۲ ۱ ۳ ۱ ۲ ۱ ۲
۳ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱

۱
۱

۱۱
۱

۱۱
۱



 

 

 

به این ترتیب
 n nS S q S S q,= =۲ ۱ ۳ ۲  

nq است. S دنباله‌ای هندسی با قدرنسبت  S S, ,۱ ۲ ۳ بنابراین 

 مجموع زیر را حساب کنید:
 

IU100

+ + + +۹ ۹۹ ۹۹۹ ۹۹۹ ۹ 



ابتدا توجه کنید که :لح‌هار

 
IU100

,

, ,

= − = −

= − = −

۲

۳ ۱۰۰
۹ ۱۰ ۱ ۹۹ ۱۰ ۱
۹۹۹ ۱۰ ۱ ۹۹۹ ۹ ۱۰ ۱ 


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بنابراین

 

IU100

( ) ( ) ( ) ( )+ + + + = − + − + − + + −

−= + + + + − = × −
−

− −= − =

۲ ۳ ۱۰۰

۱۰۰۲ ۳ ۱۰۰

۱۰۱ ۱۰۱

۹ ۹۹ ۹۹۹ ۹۹۹ ۹ ۱۰ ۱ ۱۰ ۱ ۱۰ ۱ ۱۰ ۱

۱۰ ۱۱۰ ۱۰ ۱۰ ۱۰ ۱۰۰ ۱۰ ۱۰۰
۱۰ ۱

۱۰ ۱۰ ۱۰ ۹۱۰۱۰۰
۹ ۹

  



  

مجموع زیر را حساب کنید: 

+ + + + + +
۲ ۳ ۴ ۹۹ ۱۰۰

۳ ۴ ۳ ۴ ۳ ۴
۵ ۵ ۵ ۵ ۵ ۵



اگر دسته‌بندی مجموع موردنظر را عوض کنیم، برابر می‌شود با :لح‌هار

 

( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )

− −
+ + + + + + + = × + ×

− −

= × − − + × − −

= −

۵۰ ۵۰
۲ ۲

۳ ۹۹ ۲ ۴ ۱۰۰ ۲
۲ ۲

۱۰۰ ۱۰۰

۱۰۰

۱ ۱۱ ۱
۳ ۳ ۳ ۴ ۴ ۴ ۳ ۴۵ ۵
۵ ۵ ۱ ۱۵ ۵ ۵ ۵ ۵ ۵۱ ۱

۵ ۵
۳ ۲۵ ۱ ۴ ۲۵ ۱۱ ۱
۵ ۲۴ ۲۵ ۲۴۵ ۵
۱۹ ۱۱
۲۴ ۵

 

 

توجه کنید که بنابر دستور مجموع n جمله‌ی نخست دنباله‌های هندسی،

 
n

n qa a q a q a q a
q

− −+ + + + =
−

۲ ۱
۱ ۱ ۱ ۱ ۱

۱
۱

  

، به اتحاد زیر می‌رسیم: a =۱ در نتیجه، اگر فرض کنیم ۱

 
n

n qq q q
q

− −+ + + + =
−

۲ ۱ ۱۱
۱

  

به این ترتیب اتحاد زیر به‌دست می‌آید.

اگر a عددی حقیقی و n عددی طبیعی باشد، آن‌گاه
 n n na a a a a a( )( )− −− = − + + + + +۱ ۲ ۲۱ ۱ ۱  

، به‌دست می‌آید a
b

اگر در این اتحاد به جای a قرار دهیم 

 n n na a a a a
b b b b b

( ) ( )(( ) ( ) )− −− = − + + + +۱ ۲۱ ۱ ۱  

nb ضرب کنیم، به‌دست می‌آید اگر دو طرف این اتحاد را در 

 
n n n n n

n n n n

a a a aa b b b
b b b b

a b a a b ab b

( ) (( ) ( ) )

( )( )

− − −

− − − −

− = − + + + +

= − + + + +

۱ ۱ ۲

۱ ۲ ۲ ۱

۱ ۱



 

−b به‌دست می‌آید اگر n عددی فرد باشد و در این اتحاد به جای b قرار دهیم، 
 n n n n n na b a b a a b ab b( )( )− − − −+ = + − + − +۱ ۲ ۲ ۱

  

32 
مسئله

نتیجه
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دو اتحاد مهم
اگر a و b عددهایی حقیقی باشند و n عددی طبیعی باشد، آن‌گاه

 n n n n n na b a b a a b ab b( )( )− − − −− = − + + + +۱ ۲ ۲ ۱
  
و اگر n عددی طبیعی و فرد باشد، آن‌گاه

 n n n n n na b a b a a b ab b( )( )− − − −+ = + − + − +۱ ۲ ۲ ۱
  

x را ساده کنید. x x x
x x x x

+ + + +
+ + + +

۸ ۶ ۴ ۲

۴ ۳ ۲
۱

۱
 عبارت 

توجه کنید که :لح‌هار

 

x x x x x x x x

x x

x x

x x
x x

x x x x x x x x

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( )

+ + + + = + + + +

− −
= =

− −

− += ×
− +

= + + + + − + − +

۸ ۶ ۴ ۲ ۲ ۴ ۲ ۳ ۲ ۲ ۲

۲ ۵ ۵ ۲

۲ ۲

۵ ۵

۴ ۳ ۲ ۴ ۳ ۲

۱ ۱

۱ ۱
۱ ۱

۱ ۱
۱ ۱

۱ ۱

 

بنابراین
x x x x x x x x
x x x x

+ + + + = − + − +
+ + + +

۸ ۶ ۴ ۲ ۴ ۳ ۲
۴ ۳ ۲

۱ ۱
۱

 

33 
مسئله

تمرین

11 مجموع نوزده جمله‌ی نخست دنباله‌ی حسابی زیر را پیدا کنید.-
 , , , ,−۹ ۵ ۱ ۳ 

22 / چقدر است؟- , / , / ,۰ ۳ ۱ ۵ ۲ ۷  الف( مجموع صد جمله‌ی نخست دنباله‌ی حسابی 

, چقدر است؟ , ,۱ ۱ ۱
۱۵ ۱۲ ۱۰

 ب( مجموع یازده جمله‌ی نخست دنباله‌ی حسابی 

33 )n را حساب کنید.- )+ + + + +۳ ۸ ۱۳ ۵ ۳ مجموع 

44 n است. مجموع بیست جمله‌ی نخست این دنباله‌ی حسابی چقدر است؟-
na −= ۳ ۱
۴

جمله‌ی عمومی دنباله‌‌ا‌ی حسابی به صورت 

55 ۶۲− باشد، این - ۵۰۴− اس��ت. اگر جمله‌ی نخست این دنبا‌له‌ی حسابی ۶ و جمله‌ی آخر آن  مجموع جمله‌های دنبالها‌ی حس��ابی باربر با 
دنباله‌ی حسابی چند جمله دارد؟

66 در دنبالها‌ی حسابی-
a a a a a a+ + + + + =۱ ۵ ۱۰ ۱۵ ۲۰ ۲۴ ۲۲۵  

مجموع بیست‌و‌چهار جمله‌ی نخست این دنباله چقدر است؟

77 a و مجموع هفده جمله‌ی نخست این دنباله باربر ۱۵ شده است. قدر‌نسبت این دنباله‌ی حسابی چقدر است؟- = −۱ ۹ در دنبالها‌ی حسابی 

88 ۲۵− شود؟- , را از ابتدا جمع کنیم تا مجموع آن‌ها باربر  , ,− − −۱۱۶ ۵
۲

 چند تا از جمله‌های دنباله‌ی حسابی 

99 . مجموع ده جمله‌ی نخست این دنباله چقدر است؟- a a+ =۲ ۹ ۲۰ a و  =۵ ۹ در دنبالها‌‌ی حسابی 
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1010 . مجموع داوزده جمله‌ی نخست این دنباله چقدر است؟ a a+ =۳ ۵ ۱۹ a و  a+ =۱ ۸ ۲۵ در دنبالها‌ی حسابی 

1111 جمله‌ی نخست دنبالها‌ی حسابی باربر ۸ و مجموع پانزده جمله‌ی نخست آن باربر ۱۱۷۰ است. مجموع ده جمله‌ی نخست این دنباله چقدر است؟

1212 در دنبالها‌‌ی حسابی، سه باربر جمله‌ی دهم ۲۴ اوحد از جمله‌ی دوم کمتر است. مجموع بیست‌و‌هفت جمله‌ی نخست این دنباله چقدر است؟

1313 در دنبالها‌ی حسابی مجموع چهارده جمله‌ی نخست ۷۷ اوحد بیشتر از مجموع سه جمله‌ی نخست است. جمله‌ی چندم این دنباله باربر ۷ است؟

1414 ۲− است باربر ۷۲ است. این دنباله چند جمله دارد؟ مجموع جمله‌های دنبالها‌ی حسابی که جمله‌ی نخست آن ۱۷ و قدرنسبت آن 

1515 جمله‌ی نخس��ت دنبالها‌ی حس��ابی باربر ۲ است و مجموع پنج جمله‌ی نخست این دنباله باربر با یک چهارم مجموع پنج جمله‌ی بعدی آن 

است. مجموع سی جمله‌ی نخست این دنباله چقدر است؟

1616 . مجموع داوزده جمله‌ی نخست این دنباله چقدر است؟ a a =۳ ۷ ۲۴ a و  = −۱ ۳ در دنبالها‌‌ی حسابی با قدرنسبت منفی، 

1717 a می‌دانیم که مجموع جمله‌های با ردیف رفد پانزده اوحد از مجموع جمله‌های با ردیف زوج  a a, , ,۱ ۲ ۲۱ درباره‌ی دنباله‌ی حس��ابی 

بیشتر است. مجموع جمله‌های این دنباله‌ی حسابی چقدر است؟

1818   مجموع جمله‌های دنبالها‌ی حس��ابی باربر ۷۱۵ اس��ت. اگر به والین جمله ۱ اوحد، به دومین جمله ۳ اوحد، به س��ومین جمله ۵ اوحد و 

اضافه کنیم، حاص‌لجمع جمله‌های دنباله‌ی جدید باربر با ۸۳۶ می‌شود. مجموع والین جمله، آخرین جمله و جمله‌ی وسط دنبا‌له‌ی حسابی 

والیه چقدر است؟

1919 مجموع n جمله‌ی نخست دنباله‌های حسابی زیر باربر است. مقدار n چقدر است؟
, , ,

, , ,

۱ ۴ ۷

۲۳ ۲۵ ۲۷





2020 معادله‌ی زیر را حل کنید که در سمت چپ آن جمله‌های متوالی دنبالها‌ی حسابی با هم جمع شدها‌ند:

x x x x( ) ( ) ( ) ( )+ + + + + + + + =۳ ۹ ۱۵ ۹۳ ۸۳۲

2121  کمترین مقدار چقدر است؟ S۳ و   ، S۲  ، S۱ . در میان عددهای  a =۷ ۳ a و  = −۳ ۱۳ در دنبالها‌ی حسابی 

2222 S۲۱ بیشترین مقدار چقدر است؟ S۲۰ و   ، S۱۱ ، S۱۰ . در میان عددهای  a a=۸ ۱۳۳ ۵ a و  >۱ ۰ در دنباله‌ا‌ی حسابی 

2323 n به مقدار n بستگی ندارد. مجموع پانزده جمله‌ی نخست این دنباله چقدر است؟

n

S
S
۳ در دنبالها‌ی حسابی با قدرنسبت ۲، مقدار 

2424 n است. قدرنسبت این دنباله چقدر است؟ n−۲۴ ۳ مجموع n جمله‌ی نخست دنبالها‌ی حسابی ) به ازای هر n ( باربر با 

2525 جمله‌های دنبالها‌ی حس��ابی عددهایی طبیعیا‌ند. جمله‌ی هش��تم این دنباله مضربی از ۴ اس��ت و مجموع پانزده جمله‌ی نخست این دنباله 

) است. جمله‌ی هشتم این دنباله چقدر است؟ , )۳۳۷ ۳۹۳ عددی در بازه‌ی 

2626 مجموع مضرب‌های دو رقمی 7 چقدر است؟

2727 ] چقدر است؟ , ]۱۳ ۹۷ مجموع عددهای رفد در بازه‌ی 

2828 مجموع عددهای سه رقمی که بر 17 بخش‌پذیر نیستند چقدر است؟

2929 فنری از س��یزده نیم‌دایره‌ی پش��ت سر هم که مرکز‌های آن‌ها یکی در میان در نقطه‌های A و B است 

درست شده است. نیم‌دایره‌ی لوا به مرکز A و شعاع ۰/۵ است، نیم‌دایره‌ی دوم به مرکز B و شعاع 

۱ اس��ت، نیم‌دایره‌ی بعدی به مرکز A و ش��عاع ۱/۵ اس��ت، و همین‌طور تا نیم‌دایره‌ی سیزدهم. طول 
این فنر چقدر است؟

3030 خانه‌های یک خیابان پشت‌س��‌رهم از ۱ تا ۴۹ ش��ماره‌گذاری شدها‌ند. ثابت کنید خانها‌ی وجود دارد که مجموع شماره‌های خانه‌های پیش 

از آن با مجموع شماره‌های خانه‌های پس از آن باربر است. شماره‌ی این خانه چیست؟
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3131 در یک دوره‌ی ۱۵ روزه، روی یک درخت گیلاس هر روز ۱۲ ش��کوفه بیش��تر از روز قبل روییده است. اگر تعداد شکوفه‌های روییده‌شده 

روی این درخت در ۹ روز نخس��ت باربر با تعداد ش��کوفه‌های روییده ش��ده در ۶ روز آخر باش��د، در این ۱۵ روز چند ش��کوفه روی این 

درخت روییده است؟

3232  . n

n

S n
S n−

+=
−۳

۳
۳

S. ثابت کنید  =۷ ۱۰۵ S و  =۱ ۶ در دنبالها‌ی حسابی 

3333 . n

m

S n
S m

=
۲

۲
در یک دنباله‌ی حسابی قدرنسبت دو باربر جمله‌‌ی لوا است. ثابت کنید 

3434  . n nS S n d− = ۲
۲ ۲ nS مجموع n جمله‌ی لوا یک دنباله‌ی حسابی باشد، ثابت کنید  اگر 

3535  . m n

m n

S S m n
S m n+

− −=
+

ثابت کنید در دنباله‌های حسابی، 

3636 n جمله دارد. ثابت کنید نسبت مجموع جمله‌های با ردیف رفد در این دنباله به مجموع جمله‌های با ردیف زوج در  +۲ دنبالها‌ی حسابی ۱

 . n
n
+۱ این دنباله باربر است با 

3737 . m

k

S m
S k

( )= ۲  ، k و m ثابت کنید به ازای هر دو عدد طبیعی مانند . n nS S=۲ ۴ در دنبالها‌ی حسابی، به ازای هر n طبیعی، 

3838  . m kS m k( )+ = − + . ثابت کنید  mm k S k( )≠ = kS و  m= در دنبالها‌ی حسابی 

3939  . nm n S n k( )≠ = ۲ mS و  m k= ۲ ،  دنبالها‌ی حسابی باشد و عددهایی طبیعی مانند n ، m و k وجود داشته باشند که  a۲ ، a۱ رفض کنید

. kS k= ثابت کنید ۳

4040  ، n باشد، ثابت کنید که به ازای هر عدد طبیعی مانند  ، a۲ ، a۱ جمله‌ی نخست دنباله‌ی حسابی k مجموع kS اگر 

 n n n nS S S S+ + +− + − =۳ ۲ ۱۳ ۳ ۰

4141 . m

n

m S m
n S n

( )

( )

+
=

+

۲

۲
۱
۱

. ثابت کنید  m

n

S m
S n

=
۲

۲

۳

۳
در دنبالها‌ی حسابی، 

4242 . جمله‌ی نخست و قدرنسبت این دنباله را پیدا کنید. n
nS = −۳ در دنبالها‌ی هندسی همواره ۱

4343 + چقدر است؟ + + +
+ + + +

۱۴ ۱۳

۴ ۳ ۲
۲ ۲ ۲ ۱
۲ ۲ ۲ ۲ ۱

 مقدار 

4444 جمله‌ی نخست دنبالها‌ی هندسی باربر ۵ و قدرنسبت آن باربر ۳ است. مجموع چند جمله‌ی نخست این دنباله باربر ۲۰۰ است؟

4545 . مجموع ده جمله‌ی نخست این دنباله چقدر است؟ a =۳ ۴ a و  =۲ ۸ در دنبالها‌ی هندسی 

4646 +−n چقدر است؟ + + + >۲ ۱۱ ۳ ۳ ۳ ۱۰۰۰ کوچک‌ترین عدد طبیعی مانند n که 

4747 n دنبالها‌ی هندسی با جمله‌ی نخست ۱ و قدرنسبت  na a a a a a a, , , , ,−− − −۱ ۲ ۱ ۳ ۲ ۱  na می‌دانیم عددهای  درباره‌ی دنباله‌ی 

na پیدا کنید. ۱ تشکیل می‌دهند. دستوری باری جمله‌ی عمومی 
۳

4848 . مجموع شش جمله‌ی نخست این دنباله چقدر است؟ a = −۶ ۴۸۶ a و  = −۱ ۲ در دنبالها‌ی هندسی 

4949 ۳۱ است. قدرنسبت این دنباله چقدر است؟
۵

جمله‌ی نخست دنبالها‌ی هندسی باربر ۵ و مجموع سه جمله‌ی نخست آن باربر 

5050 ۱ و جمله‌ی آخر آن باربر ۲ است. اگر مجموع جمله‌های این دنباله‌ی هندسی باربر ۲۵۴ باشد، جمله‌ی 
۲

قدرنسبت دنبالها‌ی هندسی باربر 

نخست آن چقدر است؟
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5151 . مجموع ده جمله‌ی نخست این دنباله چقدر است؟ q >۰ S و  =۳ ۲۶  ، a =۳ ۱۸ در دنبالها‌ی هندسی 

5252 جمله‌ی نخست دنبالها‌ی هندسی باربر ۳، جمله‌ی آخر آن باربر ۹۶ و مجموع جمله‌های آن باربر ۱۸۹ است. تعداد جمله‌های این دنباله چندتاست؟

5353 در دنبالها‌ی هندس��ی مجموع چهار جمله‌ی نخس��ت باربر با ۳۰ و مجموع چهار جمله‌ی بعدی باربر با ۴۸۰ شده است. جمله‌ی نخست این 
دنباله چه عددهایی می‌تواند باشد؟

5454 در دنبالها‌ی هندسی مجموع دو جمله‌ی نخست باربر ۴ و مجموع سه جمله‌ی نخست باربر ۱۳ است. مجموع پنج جمله‌ی نخست این دنباله 
چقدر است؟

5555 ۱۰۰۵ است. جمله‌ی  مجموع پنجاه جمله‌ی نخس��ت دنبالها‌ی هندس��ی با قدرنس��بت مثبت باربر ۱ و مجموع پنجاه جمله‌ی بعدی آن‌ باربر 
نخست و قدرنسبت این دنباله را پیدا کنید.

5656 x را حل کنید. x x x+ + + + + =۲ ۳ ۱۳۹۶۱ ۰ معادله‌ی 

عبارت‌های داده شده را ساده کنید.

5757  x x xA
x x x

+ + + +=
+ + + +

۳۵ ۳۴

۱۱ ۱۰
۱
۱





5858 x x xB
x x x

+ + + +=
+ + + +

۲۹ ۲۸

۹ ۸
۱

۱




5959 در دنبال��ها‌ی هندس��ی که تعداد جمله‌هایش عددی زوج اس��ت، مجموع هم��ه‌ی جمله‌ها پنج باربر مجموع جمله‌های با ردیف رفد اس��ت. 
قدرنسبت این دنباله چقدر است؟

6060 ثابت کنید

 
IU 100

( )+ + + + = −۱۰۱۵۵ ۵۵ ۵۵۵ ۵۵ ۵ ۱۰ ۹۱۰
۸۱

 



 

6161 ثابت کنید
 + × + × + + × = + ×۲ ۹۹ ۱۰۰۱ ۲ ۲ ۳ ۲ ۱۰۰ ۲ ۱ ۹۹ ۲  

6262 ثابت کنید در حاصل عبارت زیر نمای همه‌ی توان‌های x زوج است:

 A x x x x x x x x x x( )( )= − + − + − + + + + + + +۲ ۳ ۹ ۱۰ ۲ ۳ ۹ ۱۰۱ ۱ 

6363 a عددی حقیقی و n عددی طبیعی است. ثابت کنید

 n n n na a a a a a a a a a( ) ( )( )− ++ + + + − = + + + + + + + +۲ ۲ ۲ ۱ ۲ ۱۱ ۱ ۱  

6464 قدرنس��بت دنبالها‌ی هندس��ی عددی صحیح است و اگر جمله‌ی نخس��ت آن را که عددی مثبت است از جمله‌ی آخرش کم کنیم، حاصل 
عددی مثبت است که از ۱۷ بزرگ‌تر نیست. اگر مجموع جمله‌های این دنباله به‌جز جمله‌ی نخست آن از ۲۶ کمتر نباشد، قدرنسبت این 

دنباله چقدر است؟

6565 m۱ در حرکت  موج��ی به صورت نیم‌دایره‌هایی بالای مح��ور x ، با قطر والیه‌ی 

است و هر بار که به محور x برخورد می‌کند ٪۳۰ از طول قطر آن کاسته می‌شود. 
مجموع محیط این نیم‌دایره‌ها پس از ۱۰ مرتبه برخورد با محور x چقدر است؟

6666 AB مفورض اس��ت.  BC= =۶ مثلث قائما‌لزوایه‌ی ABC با ضلع‌های قائم 
وسط‌های سه ضلع را به هم وصل می‌کنیم )مثلث MNP ( و یکی از مثلث‌های 
گوشه را رنگ می‌کنیم. سپس وسط‌های سه ضلع مثلث PNC را به هم وصل 
می‌کنیم و یکی از مثلث‌های گوشه را رنگ می‌کنیم. اگر این کار را ۲۰ مرتبه 

انجام دهیم، مجموع مساحت قسمت‌های رنگ شده چقدر است؟
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6767 . مجموع زیر را پیدا کنید: n
n na a + =۱ ۴ a و همواره  =۱ ۱ ،  می‌دانیم  a۲ ، a۱ درباره‌ی دنباله‌ی

 a a+ +۱ ۱۹

6868  . q− < <۱ n۲ جمله‌ی نخست دو دنباله‌ی هندسی زیر باربر است. ثابت کنید ۱ مجموع 

 a aq aq, , ,− ۲
  

q q
a a a
, , ,

۲۱


6969 nS مجموع n جمله‌ی نخس��ت دنباله‌هایی هندس��ی باش��ند که جمله‌ی نخس��ت هر یک از آن‌ها باربر ۱ و   و   ، S۲  ، S۱ رفض کنید 

 و n است. ثابت کنید قدرنسبت آن‌ها به ترتیب 2،1، 

 n n n
nS S S S n S n( )+ + + + + − = + + +۱ ۲ ۳ ۴۲ ۳ ۱ ۱ ۲ 

7070 a۱ و قدرنسبت q ثابت کنید در دنبالها‌ی هندسی با جمله‌ی نخست 

 n nqS q S S S na( )( )+ − + + + =۱ ۲ ۱۱ 

7171 na دنبالها‌ی هندسی باشد و  a a, , ,۱ ۲  رفض کنید 

 n
n

a a a S T
a a a

,+ + + = + + + =۱ ۲
۱ ۲

۱ ۱ ۱
 

ثابت کنید

 n
n

Sa a a
T

( ) ( )=۲
۱ ۲  

7272 . n n n n nS S S S S( ) ( )− = − ۲
۳ ۲ ۲ ثابت کنید در دنباله‌های هندسی 



درس اول: 
مجموع جملات دنباله‌های حسابی و هندسی

پرسش‌های چهارگزینه‌ای

ول
ل ا

ص
ف

11 مجموع 20 جمله‌ی نخست دنباله‌ی حسابی زیر چقدر است؟-
, , , ,7 5 3 1 

 480  )4 	 240 )3 	 −240 )2 	 −480 )1

22 . مجموع 18 جمله‌ی نخست این دنباله چقدر است؟- a =−14 5 a و  =1 34 در یک دنباله‌ی حسابی 

163 )4 	153 )3 	143 )2 	133 )1

33 5− و جمله‌ی آخر این دنباله 49 اس��ت. اگر مجموع جمله‌های این دنباله برابر 616 باشد، این دنباله - جمله‌ی اول دنباله‌ای حس��ابی برابر 
چند عضو دارد؟

28 )4 	27 )3 	26 )2 	25 )1

44 . مجموع 18 جمله‌ی نخست این دنباله‌ی حسابی چقدر است؟- a a+ =9 10 13 در دنباله‌ای حسابی 

121 )4 	119 )3 	117 )2 	113 )1

55 جمله‌ی میانی دنبا‌له‌ای حسابی که یازده جمله دارد برابر ۳۰ است. مجموع جمله‌های این دنباله‌ی حسابی چقدر است؟-
350 )4 	340 )3 	335 )2 	330 )1

66 S16 چقدر است؟- S. مقدار  S− =9 7 20 در دنباله‌ای حسابی 

170 )4 	165 )3 	160 )2 	150 )1

77 , را از ابتدا باید جمع کنیم تا مجموع آن‌ها صفر شود؟- , ,18 16 14 چند تا از جمله‌های دنباله‌ی حسابی 

21 )4 	20 )3 	 19 )2 	18 )1
88 , را جمع کنیم تا حاصل منفی شود؟- , ,20 17 14  حداقل چند جمله از ابتدای دنباله‌ی حسابی 

17 )4 	15 )3 	14 )2 	12 )1
99 یک سالن تئاتر در ردیف اول 40 صندلی، در ردیف دوم 42 صندلی، در ردیف سوم 44 صندلی، -

… دارد. اگر این سالن 75 ردیف صندلی داشته باشد، ظرفیت سالن چند نفر است؟
8730 )1
8550 )2
7520 )3
9270 )4

101 در دنباله‌ای حسابی مجموع جمله‌های سوم و پنجم برابر با ۸ شده است. مجموع هفت جمله‌ی نخست این دنباله‌ی حسابی چقدر است؟0
 24 )4 	 28 )3 	 42 )2 	 30 )1

111 در دنباله‌ای حس��ابی مجموع جمله‌های س��وم، هفتم، چهاردهم و هجدهم برابر با ۱۰ ش��ده است. مجموع بیست جمله‌ی نخست این دنباله 1
چقدر است؟

50 )4 	60 )3 	70 )2 	40 )1
121 na است. مجموع 7 جمله‌ی نخست این دنباله‌ی حسابی چقدر است؟2 n=− +3 7 جمله‌ی عمومی دنباله‌ای حسابی به‌صورت 

 −35  )4 	 −33  )3 	 −27  )2 	 −19  )1

فصل اول: جبر و معادله
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131 a9 چقدر است؟3 S. مقدار  S− =14 20 87 a و  =1 2 در دنباله‌ای حسابی 
 −8  )4 	 −6  )3 	8 )2 	6 )1

141 در یک دنباله‌ی حسابی مجموع 11 جمله‌ی نخست برابر 165 است. جمله‌ی ششم دنباله چند است؟4
21 )4 	17 )3 	15 )2 	18 )1

151 در یک دنباله‌ی حسابی، اگر مجموع هفده جمله‌ی اول با مجموع سیزده جمله‌ی اول برابر باشد، مجموع سی جمله‌ی اول دنباله کدام است؟5
4( صفر 	4 )3 	60 )2 	30 )1

161 nS به‌دست می‌آید. جمله‌ی عمومی دنباله کدام است؟6 n n( )= −3 3 در یک دنباله‌ی حسابی مجموع n جمله‌ی اول از رابطه‌ی 

 n−3 12 )4 	 n−6 6  )3 	 n−3 6  )2 	 n−6 12  )1

171 n است. قدر نسبت دنباله کدام است؟7 n−24 5 در یک دنباله‌ی حسابی مجموع n جمله‌ی اول دنباله برابر 
9 )4 	8 )3 	7 )2 	6 )1

181 x مجموع ده جمله‌ی اول برابر 85 است. قدر نسبت دنباله کدام است؟8 x, ,+ −3 1 2 1  در دنباله‌ی حسابی 

 −9  )4 	9 )3 	 −11 )2 	11 )1
191 , مجموع پنج جمله‌ی چهارم چقدر است؟9 , ,−2 3 8  در دنباله‌ی حسابی 

415 )4 	460 )3 	442 )2 	420 )1
2020 +x جملات یک دنباله‌ی حسابی باشند، مقدار x کدام است؟ + + + =1 4 7 117 اگر اعداد سمت چپ معادله‌ی 

29 )4 	27 )3 	25 )2 	23 )1

2121 3+ است. مجموع  2 3− و مجموع سه جمله‌ی آخر برابر  2 در یک دنباله‌ی حس��ابی با بیس��ت جمله، مجموع س��ه جمله‌ی اول برابر 
تمام جملات دنباله کدام است؟

24 )4 	22 )3 	20 )2 	18 )1
2222 در یک دنباله‌ی حس��ابی 3 واحد به قدر نس��بت اضافه می‌کنیم و 5 واحد از جمله‌ی اول کم می‌کنیم. به مجموع بیس��ت جمله‌ی اول چقدر 

اضافه می‌شود؟
490 )4 	480 )3 	470 )2 	450 )1

2323 S4 چقدر است؟ S. مقدار  =6 9 S و  =10 75 در یک دنباله‌ی حسابی 

3 )4 	6 )3 	 −3  )2 	 −6  )1
2424 S چقدر است؟  S+13 17 S. مقدار  =12 90 S و  =6 9 در دنباله‌ای حسابی 

323 )4 	321 )3 	315 )2 	313 )1
2525 S37 کدام است؟ S. حاصل  =27 10 S و  =10 27 در یک دنباله‌ی حسابی 

 −17  )4 	 −27  )3 	 −37  )2 	 −7  )1
2626 , از ابتدا حداکثر چقدر است؟ , ,40 38 36  مجموع تعدادی از جمله‌های دنباله‌ی حسابی 

430 )4 	420 )3 	410 )2 	400 )1
2727 : a =8 5 در دنباله‌ی حسابی زیر می‌دانیم 

a a, , ,2 3
1
3



a چند است؟ a a a+ + + +2 5 8 29 حاصل 

81 )4 	100 )3 	120 )2 	95 )1

2828 n کدام است؟

n n

S
S S−

3

2
a1 و قدر نسبت d باشد، حاصل عبارت  nS مجموع n جمله‌ی اول یک دنباله‌ی حسابی با جمله‌ی اول  اگر 

 1
3

 )4 	3 )3 	 d
a

3  )2 	 a
d
3  )1
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2929 اگر قدر نسبت یک دنباله‌ی حسابی برابر 2 باشد و 
a a a+ + + =1 2 100 100

a کدام است؟ a a a+ + + +4 8 12 100 حاصل 

100 )4 	75 )3 	50 )2 	25 )1

3030 a1 چقدر است؟ . مقدار  kS =1820 ka و  =5  ، q = 1
3
در دنباله‌ای هندسی 

1218 )4 	1215 )3 	1212 )2 	1210 )1

3131 , مجموع ده جمله‌ی اول کدام است؟ , ,2 8 32  در دنباله‌ی هندسی 

 4095 2  )4 	 2047 2  )3 	 1023 2  )2 	 511 2  )1
3232 . مربع قدر نسبت این دنباله‌ی هندسی چقدر است؟ S S=4 24 5 در دنباله‌ای هندسی و غیرثابت 

 1
5

 )4 	 1
4

 )3 	 1
3

 )2 	 1
2

 )1

3333 85 شده است. جمله‌ی نخست این دنباله چقدر است؟
64

− و مجموع هشت جمله‌ی نخست آن برابر  1
2
قدرنسبت دنباله‌ای هندسی برابر 

 7
2

 )4 	 3  )3 	 5
2

 )2 	2 )1

3434 جمله‌ی نخست دنباله‌ای هندسی برابر ۷ ، جمله‌ی آخر آن برابر ۴۴۸ و مجموع جمله‌های آن برابر ۸۸۹ است. قدرنسبت این دنباله چقدر است؟

4 )4 	3 )3 	 3
2

 )2 	2 )1

3535 در یک دنباله‌ی هندسی مجموع چهار جمله‌ی اول برابر 2 و مجموع هشت جمله‌ی اول برابر 130 است. قدر نسبت دنباله کدام است؟

 2
2

 )4 	 3 2  )3 	 2 2  )2 	 2  )1

3636 در دنباله‌ای هندسی مجموع چهار جمله‌ی نخست برابر 20 و مجموع چهار جمله‌ی بعدی برابر 320 است. مجموع دوازده جمله‌ی نخست 
این دنباله‌ی هندسی چقدر است؟

5460 )4 	5440 )3 	5420 )2 	5410 )1
3737 در یک دنباله‌ی هندسی، مجموع 10 جمله‌ی اول 244 برابر مجموع 5 جمله‌ی اول است. جمله‌ی پنجم چند برابر جمله‌ی اول است؟

729 )4 	27 )3 	243 )2 	81 )1
3838 , برابر است. مقدار  , ,1 2 4  a با مجموع ده جمله‌ی اول دنباله‌ی هندسی  a a, , ,+ +2 4  مجموع ده جمله‌ی اول دنباله‌ی حسابی 

a کدام است؟
94/1 )4 	93/3 )3 	92/3 )2 	91/2 )1

3939  ، na a a, , ,1 2  در دنباله‌ی هندسی 

nS a a a a        , ,= − = − =3 1 4 2160 32 96

مقدار n کدام است؟
6 )4 	7 )3 	4 )2 	5 )1

4040  به‌دست می‌آید. جمله‌ی پنجم دنباله کدام است؟
n

nS ( )−
=

3 2 1
4

مجموع n جمله‌ی اول یک دنباله‌ی هندسی از رابطه‌ی 

16 )4 	14 )3 	12 )2 	10 )1

4141  a a q a q, , ,− 2
1 1 1  a دو برابر مجموع ده جمله‌ی اول دنباله‌ی هندس��ی  a q a q, , ,2

1 1 1  مجموع ده جمله‌ی اول دنباله‌ی هندس��ی 

است. مقدار q کدام است؟

− 2
3

 )4 	 2
3

 )3 	 − 1
3

 )2 	 1
3

 )1
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4242 مجموع سه جمله‌ی نخست دنباله‌ای هندسی برابر ۲۱ و مجموع سه جمله‌ی بعدی آن برابر ۱۶۸ است. قدر نسبت این دنباله کدام است؟

3 )4 	2 )3 	 4
3

 )2 	 3
2

 )1

4343 5 صوت صادرشده را جذب کنند و آن را به تیغه‌ی 
9
در شکل روبه‌رو تیغه‌های آکوستیک را می‌بینید که قادرند 

روبه‌رو منعکس کنند. حداقل پس از چند برخورد بیش از 90 درصد صوت صادر شده جذب شده است؟
2 )1
3 )2
4 )3
5 )4

4444 یک مثلث با محیط p مفروض است. اگر وسط‌های اضلاع آن را به هم وصل کنیم، یک مثلث کوچک‌تر ایجاد می‌شود و این عمل را روی 
مثلث کوچک‌تر ایجاد شده تکرار می‌کنیم. اگر این عمل را ده بار انجام دهیم، مجموع محیط مثلث‌ها چند برابر p است؟

 4095
2048

 )4 	 2047
1023

 )3 	 511
256

 )2 	 1023
512

 )1

4545 x کدام است؟ x x x+ + ++ + + + =1 2 92 2 2 2 8184 مقدار x از معادله‌ی 

4 )4 	3 )3 	2 )2 	1 )1

4646 )f چقدر است؟ / )1 96 ، مقدار  x xf x
x x x x x x x x x

( ) −=
+ + + + + +

9

2 2 8 8


اگر 

0/5 )4 	0/4 )3 	0/3 )2 	0/2 )1

4747 x کدام است؟ x x
x

( )( )− − + +
−

5 21 1 1
1

حاصل عبارت 

 x x−4 3  )4 	 x4  )3 	 x42  )2 	 x x+4  )1

4848 xx کدام است؟ x x x
x

+ + + + = −
−

102 91
1

 جواب مثبت معادله‌ی 

 −3 1
2

 )4 	 +3 1
2

 )3 	 +5 1
2

 )2 	 −5 1
2

 )1

4949 x حاصل عبارت زیر کدام است؟ y≠ x و  y x y( )− = −6 6 2 اگر 

x y x y x y( )( )+ + +4 4 2 2

 1
4

 )4 	4 )3 	2 )2 	 1
2

 )1

5050 3− و مجموع سیزده جمله‌ی نخست آن برابر ۹۱ است. جمله‌ی نخست این دنباله‌ی حسابی چقدر است؟ قدرنسبت دنباله‌‌ای حسابی برابر 
35 )۴ 	 30 )۳ 	25 )۲ 	۲۰ )۱
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جبر و معادله

. اکنون توجه 11 d = − =−۵ ۹ a و ۴ =۱ در ای��ن دنباله ۹
کنید که

 n
nS a n d( ( ) )= + −۱۲ ۱
۲

 

بنابراین

 S ( ( )( ))= × + − − =−۱۹
۱۹ ۲ ۹ ۱۹ ۱ ۴ ۵۱۳
۲

ال��ف( جمل��ه‌ی اول دنباله برابر ۰/۳ و قدرنس��بت آن 22
برابر ۱/۲ است. بنابراین مجموع صد جمله‌ی نخست آن برابر 

است با 

 S a d( ) ( / / )= + = × + × =۱۰۰ ۱
۱۰۰ ۲ ۹۹ ۵۰ ۲ ۰ ۳ ۹۹ ۱ ۲ ۵۹7۰
۲

۱ و قدرنس��بت آن براب��ر 
۱۵

ب( جمل��ه‌ی اول دنبال��ه براب��ر 

− است. بنابراین مجموع یازده جمله‌ی نخست آن  =۱ ۱ ۱
۱۲ ۱۵ ۶۰
برابر است با

 S a d( ) ( )= + = × + × =۱۱ ۱
۱۱ ۱۱ ۱ ۱ ۳۳۲ ۱۰ ۲ ۱۰
۲ ۲ ۱۵ ۶۰ ۲۰

مجم��وع موردنظر، مجم��وع یک دنباله‌ی حس��ابی با 33
جمله‌ی اول ۳ و قدرنسبت ۵ است که n+۱ جمله دارد:

 

n
nS a n d

n n

n n

( ( ) )

( )( )

+
+= + + −

+= +

+ +=

۱ ۱

۲

۱ ۲ ۱ ۱
۲

۱ ۶ ۵
۲

۵ ۱۱ ۶
۲

n در جمله‌ی 44 n و ۲= راه‌ح��ل اول با ق��رار دادن ۱=
عمومی مقدار جمله‌های اول و دوم دنباله را حساب می‌کنیم

 a a      ,× − × −= = = =۱ ۲
۳ ۱ ۱ ۱ ۳ ۲ ۱ ۵

۴ ۲ ۴ ۴
بنابراین

 d a a= − = − =۲ ۱
۵ ۱ ۳
۴ ۲ ۴

در نتیجه

 S a d( ) ( )= + = × + × =۲۰ ۱
۲۰ ۱ ۳ ۳۰۵۲ ۱۹ ۱۰ ۲ ۱۹
۲ ۲ ۴ ۲

راه‌حل دوم توجه کنید که 

 
a

a

× −= =

× −= =

۱

۲۰

۳ ۱ ۱ ۱
۴ ۲

۳ ۲۰ ۱ ۵۹
۴ ۴

بنابراین

 S a a( ) ( )= + = + =۲۰ ۱ ۲۰
۲۰ ۱ ۵۹ ۳۰۵۱۰
۲ ۲ ۴ ۲

چ��ون مجموع جمله‌ه��ای دنباله‌ی موردنظ��ر متناهی 55
است، پس تعداد جمله‌های آن هم متناهی است. اگر تعداد این 

جمله‌ها برابر با n باشد، آن‌گاه

 

n n
n nS a a

n

n

( ) ( ( ))= + ⇒− = + −

− =−

=

۱ ۵۰۴ ۶ ۶۲
۲ ۲

۵۰۴ ۲۸

۱۸

بنابراین دنباله‌ی حسابی موردنظر ۱۸ جمله دارد.

توجه کنید که66
 a a a a a a+ = + = +۱ ۲۴ ۵ ۲۰ ۱۰ ۱۵

بنابراین از فرض مسئله نتیجه می‌شود
 a a a a( )+ = ⇒ + =۱ ۲۴ ۱ ۲۴۳ ۲۲۵ 7۵

به این ترتیب

 S a a( )= + = × =۲۴ ۱ ۲۴
۲۴ ۱۲ 7۵ ۹۰۰
۲

S۱7 را داریم و d را می‌خواهیم، از دس��تور 77 چون a۱ و 

زیر استفاده می‌کنیم:

S a d

d d

d

d

( ( ) )

( ( ) ) ( )

= + −

= − + = − +

= + =

=

۱7 ۱
۱7 ۲ ۱7 ۱
۲

۱7۱۵ ۲ ۹ ۱۶ ۱7 ۹ ۸
۲
۱۵ ۱۶۸۸ ۹
۱7 ۱7

۲۱
۱7

فصل اول: جبر و معادله
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۶− و قدرنس��بت آن برابر 88 جمل��ه‌ی اول دنباله برابر 
n جمله‌ی نخس��ت دنباله برابر  . بنابراین مجموع  ۱

۲
اس��ت با 

است با

n
n n n n nS a n d( ( ) ) ( )− −= + − = − + =

۲
۱

۱ ۲۵۲ ۱ ۱۲
۲ ۲ ۲ ۴

پس

 

n n

n n

n n n n( )( ) ,

− =−

− + =

− − = ⇒ = =

۲

۲

۲۵ ۲۵
۴
۲۵ ۱۰۰ ۰

۵ ۲۰ ۰ ۵ ۲۰

بنابرای��ن مجم��وع پنج جمله‌ی اول دنباله برابر ۲۵− اس��ت و 
۲۵− است. مجموع بیست جمله‌ی اول دنباله هم برابر 

توجه کنید که 99

 
a a d

a a a d

= ⇒ + =

+ = ⇒ + =

۵ ۱

۲ ۹ ۱

۹ ۴ ۹

۲۰ ۲ ۹ ۲۰
از حل دستگاه معادله‌های فوق نتیجه می‌شود

a d,= =۱ ۱ ۲

بنابراین
 S a d( ) ( )= + = + =۱۰ ۱

۱۰ ۲ ۹ ۵ ۲ ۱۸ ۱۰۰
۲

توجه کنید که101

 
a a a d

a a a d

+ = ⇒ + =

+ = ⇒ + =

۱ ۸ ۱

۳ ۵ ۱

۲۵ ۲ 7 ۲۵

۱۹ ۲ ۶ ۱۹
از حل دستگاه معادله‌های فوق نتیجه می‌شود

 a d,=− =۱
۱7 ۶
۲

بنابراین
 S a d( ) ( )= + = − + =۱۲ ۱

۱۲ ۲ ۱۱ ۶ ۱7 ۶۶ ۲۹۴
۲

. اکنون توجه کنید که 111 a =۱ ۸ در این دنباله‌ی حسابی 

n
nS a n d( ( ) )= + −۱۲ ۱
۲

در نتیجه

 

S d

d d

d d

( ( ) )

( )

= × + −

= + = +

= ⇒ =

۱۵
۱۵ ۲ ۸ ۱۵ ۱
۲
۱۵۱۱7۰ ۱۶ ۱۴ ۱۲۰ ۱۰۵
۲

۱۰۵۰ ۱۰۵ ۱۰
بنابراین

 
S a d( ( ) )

( )

= + −

= + × =

۱۰ ۱
۱۰ ۲ ۱۰ ۱
۲
۵ ۱۶ ۹ ۱۰ ۵۳۰

، بنابراین121 a a= −۱۰ ۲۳ بنابر فرض ۲۴
a d a d

a d

( )+ = + −

+ =−

۱ ۱

۱

۳ ۹ ۲۴

۲ ۲۶ ۲۴

، در نتیجه n
nS a n d( ( ) )= + −۱۲ ۱
۲

از طرف دیگر، 

S a d( ) ( )= + = − =−۲7 ۱
۲7 ۲7۲ ۲۶ ۲۴ ۳۲۴
۲ ۲

بنابر فرض مسئله،131

 

S S

a d a d

a d a d

a d

a d

( ) ( )

= +

+ = + +

+ = + +

+ =

+ =

۱۴ ۳

۱ ۱

۱ ۱

۱

۱

77

۱۴ ۳۲ ۱۳ 77 ۲ ۲
۲ ۲

۱۴ ۹۱ 77 ۳ ۳

۱۱ ۸۸ 77

۸ 7

. a =۹ 7 بنابراین 
می‌توان نوشت141

n
nS a n d

n n

n n

n n

n n

( ( ) )

( ( ))

( )( )

,

= + −

= × − −

− + =

− − =

= =

۱

۲

۲ ۱
۲

7۲ ۲ ۱7 ۲ ۱
۲
۱۸ 7۲ ۰

۶ ۱۲ ۰

۶ ۱۲

یعنی مجموع شش جمله‌ی اول دنباله برابر 72 است و مجموع 
دوازده جمله‌ی اول دنباله هم برابر 72 است.

ابت��دا توجه کنید که مجموع پن��ج جمله‌ی دوم دنباله 151
S. بنابراین S−۱۰ ۵ برابر است با 

 

S S S

S S

a d a d

d d

d

( )

( ) ( )

( ) ( )

= −

=

× + = +

+ = +

=−

۵ ۱۰ ۵

۵ ۱۰

۱ ۱

۱
۴

۵

۵ ۱۰۵ ۲ ۴ ۲ ۹
۲ ۲

۲۵ ۴ ۴ ۱۰ ۴ ۹

۶
در نتیجه

 

S a d( )

( )

= +

= × − ×

=−

۳۰ ۱
۳۰ ۲ ۲۹
۲

۱۵ ۲ ۲ ۲۹ ۶

۲۵۵۰
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توجه کنید که 161
 na a n d n d( ) ( )= + − =− + −۱ ۱ ۳ ۱

بنابراین

 

a a d d

d d d d

d d .¡.¡.ù)

( )( )

( )( )

, (

= − + − + =

− − = ⇒ − + =

=− =

۳ 7

۲

۳ ۲ ۳ ۶ ۲۴

۴ ۸ ۵ ۰ ۲ ۵ ۲ ۱ ۰

۱ ۵
۲ ۲

، بنابراین n
nS a n d( ( ) )= + −۱۲ ۱
۲

از طرف دیگر 

 S ( ( ) ( ))= − + − =−۱۲
۱۲ ۱۲ ۳ ۱۱ ۶۹
۲ ۲

فرض کنید قدرنسبت دنباله‌ی حسابی موردنظر برابر 171
 a a a, , ,۱ ۳ ۲۱ با d باش��د. در ای��ن صورت ی��ازده جمله‌ی 

 d۲ )جمله‌های با ردیف فرد( دنباله‌ا‌ی حس��ابی با قدرنس��بت 
 a a a, , ,۲ ۴ ۲۰ تش��کیل می‌دهن��د. همین‌ط��ور ده جمله‌ی 

 d۲ )جمله‌های با ردیف زوج( دنباله‌ای حس��ابی با قدرنس��بت 
تشکیل می‌دهند. بنابر فرض، 

 a a a a( ) ( )+ = + +۱ ۲۱ ۲ ۲۰
۱۱ ۱۰ ۱۵
۲ ۲

بنابراین 

 
a a d a d a d

a d

( ( )) (( ) ( ))+ + = + + + +

+ =

۱ ۱ ۱ ۱

۱

۱۱ ۲۰ ۵ ۱۹ ۱۵
۲

۱۰ ۱۵

پس

 S a d a d( ) ( )= + = + = × =۲۱ ۱ ۱
۲۱ ۲ ۲۰ ۲۱ ۱۰ ۲۱ ۱۵ ۳۱۵
۲

na نشان می‌دهیم. 181 a a, , ,۱ ۲  دنباله‌ی حس��ابی را با 

. حال به جمله‌ی kام عدد  na a a+ + + =۱ ۲ 7۱۵ می‌دانی��م 
k−۲ را اضافه می‌کنیم. در نتیجه مجموع جدید برابر است با  ۱

 
na a a n

n

n

( )+ + + + + + + − =

+ =

=

۱ ۲

۲

۲

۱ ۳ ۲ ۱ ۸۳۶

7۱۵ ۸۳۶

۱۲۱

 

a را حس��اب  a a+ +۱ ۶ . اکنون باید مقدار ۱۱ n در نتیجه ۱۱=
. در نتیجه a a a+ =۱ ۱۱ ۶۲ کنیم. می‌دانیم 
a a a a+ + =۱ ۶ ۱۱ ۶۳  

اکنون توجه کنید که

 
a

a a a a a a( )= + + = + = ⇒ =

۶

۱ ۱۱ ۱ ۱۱ ۶ ۶
۲

۱۱7۱۵ ۱۱ ۶۵
۲





 . a =۶۳ ۱۹۵ بنابراین مجموع موردنظر برابر است با 

, جمله‌ی اول برابر ۱ و 191 , ,۱ ۴ 7  در دنباله‌ی حس��ابی 
قدرنس��بت برابر ۳ اس��ت. پس مجموع n جمله‌ی نخست آن 

برابر است با

 n nn na n d n ( )
( ( ) ) ( ( ))

−
+ − = + − =۱

۳ ۱۲ ۱ ۲ ۳ ۱
۲ ۲ ۲

, جمل��ه‌ی اول برابر ۲۳ و  , ,۲۳ ۲۵ ۲7  در دنباله‌ی حس��ابی 
قدرنس��بت برابر ۲ اس��ت. پس مجموع n جمله‌ی نخست آن 

برابر است با 
n nn na n d n ( )

( ( ) ) ( ( ))
+

+ − = × + − =۱
۲ ۴۴۲ ۱ ۲ ۲۳ ۲ ۱

۲ ۲ ۲
بنابراین

n n n n

n n

n

( ) ( )− +
=

− = +

=

۳ ۱ ۲ ۴۴
۲ ۲

۳ ۱ ۲ ۴۴

۴۵
توجه کنید که قدرنس��بت دنباله‌ی حسابی سمت چپ 202

. چ��ون جمل��ه‌ی اول برابر  x x( )+ − + =۹ ۳ ۶ برابر اس��ت با 
x+۹۳ است، پس x+۳ و جمله‌ی آخر برابر 

na a n d x x n

n

( ) ( )= + − ⇒ + = + + −

=

۱ ۱ ۹۳ ۳ ۱ ۶

۱۶

، مجموع سمت چپ معادله  n n
nS a a( )= +۱۲

بنابراین، چون 

برابر است با 
x x x( ) ( )+ + + = +۱۶ ۳ ۹۳ ۱۶ ۴۸

۲
، پس x( )+ =۱۶ ۴۸ ۸۳۲ بنابراین معادله‌ی موردنظر می‌شود 

 x =۴  
قدرنسبت و جمله‌ی اول دنباله را به‌دست می‌آوریم:212

 
a a d

a a d

= + =−

= + =

۳ ۱

7 ۱

۲ ۱۳

۶ ۳

d a و ۴= =−۱ از حل دستگاه معادله‌های فوق نتیجه می‌شود ۲۱
. اکنون توجه کنید که

n
n nS a n d n n n( ( ) ) ( ( ))= + − = − + − = −۲

۱۲ ۱ ۴۲ ۴ ۱ ۲ ۲۳
۲ ۲

n به‌دس��ت  =۲۳
۴

n به ازای  n−۲۲ ۲۳ کمترین مقدار عبارت 

ها  nS می‌آید که چون n عددی طبیعی است، پس کمترین مقدار 
S۶ است: S۵ و  یکی از عددهای 

 S S,=− =−۵ ۶۶۵ ۶۶  

  S۳ و   ،S۲  ،S۱ کمترین مقدار در میان عددهای S۶ پس 
است.
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قدرنسبت دنباله را با d نشان می‌دهیم. در نتیجه چون 222
، پس a a=۸ ۱۳۳ ۵

 a d a d a d( ) ( )+ = + ⇒ =−۱ ۱ ۱۳ 7 ۵ ۱۲ ۲ ۳۹
اکنون توجه کنید که 

 

S a d d

S a d d

S a d d

S a d d

( )

( ) /

( )

( ) /

= + =−

= + =−

= + =−

= + =−

۱۰ ۱

۱۱ ۱

۲۰ ۱

۲۱ ۱

۵ ۲ ۹ ۱۵۰

۱۱ ۲ ۱۰ ۱۵۹ ۵
۲
۲۰ ۲ ۱۹ ۲۰۰
۲
۲۱ ۲ ۲۰ ۱۹۹ ۵
۲

−d عددی مثبت  ، در نتیجه  d a− = >۱۳۹ ۲ ، پس ۰ a >۱ چون ۰
اس��ت. بنابراین بزرگ‌ترین عدد میان عبارت‌های به‌دست آمده 

S۲۰ است. ، یعنی  d−۲۰۰

n به مقدار n بس��تگی ندارد، پس مقدار آن 232

n

S
S
۳ چون 

n برابر است: n و ۲= به ازای ۱=

 

a d a dSS
S S a a d

a a
a

a a

( ) ( )

( )

( ) ( )

+ +
= ⇒ =

+

+ + ×
= ⇒ =

+

۱ ۱۶۳

۱ ۲ ۱ ۱

۱ ۱
۱

۱ ۱

۳ ۶۲ ۲ ۲ ۵
۲ ۲

۲ ۲
۲

۳ ۲ ۳ ۲ ۵ ۲
۱

۲ ۲

به این ترتیب

 

S a d( )

( )

= +

= × + ×

=

۱۵ ۱
۱۵ ۲ ۱۴
۲

۱۵ ۲ ۱ ۱۴ ۲
۲

۲۲۵
راه‌حل اول توجه کنید که242

 n n na S S n n n n

n n n n n n

( ( ) ( ))

( )

−= − = − − − − −

= − − − + − + = −

۲ ۲
۱

۲ ۲

۴ ۳ ۴ ۱ ۳ ۱

۴ ۳ ۴ ۸ ۴ ۳ ۳ ۸ 7
. در نتیجه a = × − =۲ ۸ ۲ 7 ۹ a و  = × − =۱ ۸ ۱ 7 بنابراین ۱

 d a a= − = − =۲ ۱ ۹ ۱ ۸

راه‌حل دوم توجه کنید که

 

S a

S a a

a

a

= × − × = ⇒ =

= × − × = ⇒ + =

+ =

=

۲
۱ ۱

۲
۲ ۱ ۲

۲

۲

۴ ۱ ۳ ۱ ۱ ۱

۴ ۲ ۳ ۲ ۱۰ ۱۰

۱ ۱۰

۹

 . d a a= − = − =۲ ۱ ۹ ۱ ۸ پس 

a که در 252 k=۸ ۴ چون a۸ مضرب ۴ است، فرض می‌کنیم 
، پس S< <۱۵۳۳7 آن k عددی طبیعی است. از طرف دیگر، ۳۹۳

 

a d

a d

a

k

k

( )

( )

< + <

< + <

< <

< <

< <

۱

۱

۸

۱۵۳۳7 ۲ ۱۴ ۳۹۳
۲

۳۳7 ۱۵ 7 ۳۹۳

۳۳7 ۱۵ ۳۹۳

۳۳7 ۶۰ ۳۹۳

۳7 ۱۱۵ ۶
۶۰ ۲۰

k و در نتیجه =۶ و چون k عددی طبیعی است، پس 
 a k= =۸ ۴ ۲۴  

مضرب‌ه��ای دو رقمی ۷ دنباله‌ای حس��ابی با جمله‌ی 262
)na تشکیل  )=۹۸ )a و جمله‌ی آخر ۹۸  )=۱ ۱۴ نخس��ت ۱۴ 
می‌دهند. قدرنسبت این دنباله‌ی حسابی برابر ۷ است، بنابراین

 

na a n d n

n

n

n

( ) ( )

( )

= + − ⇒ = + −

− = − =

− =

=

۱ ۱ ۹۸ ۱۴ ۱ 7

7 ۱ ۹۸ ۱۴ ۸۴

۱ ۱۲

۱۳
یعنی این دنباله‌ی حس��ابی ۱۳ جمل��ه دارد و در نتیجه مجموع  

جمله‌های آن برابر است با

S ( )= + =۱۳
۱۳ ۱۴ ۹۸ 7۲۸
۲

272 ، a =۱ این عددها دنباله‌ای حسابی با جمله‌ی نخست ۱۳

na و قدرنسبت ۲ تشکیل می‌دهند. از طرف  =۹7 جمله‌ی آخر 

دیگر،

 
na a n d

n

n

( )

( )

= + −

= + −

=

۱ ۱

۹7 ۱۳ ۱ ۲

۴۳
بنابراین دنباله‌ی موردنظر ۴۳ جمله دارد. اکنون توجه کنید که

 n n
nS a a( )= +۱۲

 

در نتیجه

 S ( )= + =۴۳
۴۳ ۱۳ ۹7 ۲۳۶۵
۲

تو:هج ۵۰ عدد فرد کوچک‌تر از ۱۰۰ داریم که ۷ عدد ۱، ۳، ۵، 
 [ , ]۱۳ ۹7 ۷، ۹، ۱۱ و ۹۹ از آن‌ها جز عددهای فرد در بازه‌ی 

نیستند. بنابراین تعداد عددهای فرد در این بازه ۴۳ تا است.
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ابتدا مجموع عددهای سه رقمی را که بر ۱۷ بخش‌پذیر 282
هستند به‌دس��ت می‌آوریم. کوچک‌ترین عدد سه رقمی که بر 
۱۷ بخش‌پذیر اس��ت، ۱۰۲ است و بزرگ‌ترین این عددها ۹۸۶ 
= تعداد این  ×۹۸۶ ۱7 ۵۸ = و  ×۱۰۲ ۱7 ۶ اس��ت. با توجه ب��ه 

عددها 53 تاست و مجموع آن‌ها برابر است با 

 S ( )= + =۵۳
۵۳ ۱۰۲ ۹۸۶ ۲۸۸۳۲
۲

اکنون مجموع تمام عددهای س��ه رقمی را به‌دست می‌آوریم. 
کوچک‌ترین عدد س��ه رقم��ی ۱۰۰، بزرگ‌تری��ن آن‌ها ۹۹۹ و 

تعدادآن‌ها ۹۰۰ تاست. پس

 S ( )= + =۹۰۰
۹۰۰ ۱۰۰ ۹۹۹ ۴۹۴۵۵۰
۲

اگر 28832 را از عدد فوق کم کنیم، مجموع عددهای سه رقمی که 
بر ۱۷ بخش‌پذیر نیستند، به‌دست می‌آید که برابر است با 465718.

rπ اس��ت. فنر 292 محی��ط نیم‌دایره‌ی به ش��عاع r برابر با 
موردنظر از س��یزده نیم‌دایره درست ش��ده است که شعاع‌های 
 /۰ ۵ ۰/ و قدرنسبت  ۵ آن‌ها دنباله‌ای حسابی با جمله‌ی نخست 
تشکیل می‌دهند. بنابراین مجموع شعاع‌های آن‌ها برابر است با 

 S ( / / ) /= × + × =۱۳
۱۳ ۲ ۰ ۵ ۱۲ ۰ ۵ ۴۵ ۵
۲

پس مجموع محیط نیم‌دایره‌ها یا همان طول فنر برابر اس��ت با 
 . / ×π۴۵ ۵

ش��ماره‌های خانه‌ها دنباله‌ای حسابی با جمله‌ی نخست 303
۱ و قدرنس��بت ۱ تش��کیل می‌دهند. در این‌ج��ا به دنبال n ای 

می‌گردیم که
 n nS S S− = −۱ ۴۹

بنابراین

 
n n n n n n n n

n n n

( ) ( )− +×= − ⇒ − = × − −

= × ⇒ = × ⇒ = × =

۲ ۲

۲ ۲

۱ ۱۴۹ ۵۰ ۴۹ ۵۰
۲ ۲ ۲

۲ ۴۹ ۵۰ ۴۹ ۲۵ 7 ۵ ۳۵
بنابراین خانه‌ی سی‌و‌پنجم ویژگی موردنظر را دارد.

تع��داد ش��کوفه‌هایی که ه��ر روز می‌روین��د دنباله‌‌ای 313
حسابی با قدرنسبت ۱۲ تشکیل می‌دهند. تعداد شکوفه‌هایی که 
در ۹ روز نخست روییده‌اند برابر با S۹ و تعداد شکوفه‌هایی که 
S اس��ت. بنابرفرض مس��ئله،  S−۱۵ در ۶ روز آخر روییده‌اند ۹

. به این ترتیب  S S=۹ ۱۵۲ S، بنابراین  S S= −۹ ۱۵ ۹
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۳۶ ۱۸ ۸ ۳۰ ۱۵ ۱۴

۶ ۶۶ ۶۶ ۱۲

۶۶ ۲ ۱۳۲

بنابرای��ن کل ش��کوفه‌هایی ک��ه در ای��ن ۱۵ روز روی درخت 
روییده‌اند، برابر است با 

 S ( )= × + × =۱۵
۱۵ ۲ ۱۳۲ ۱۴ ۱۲ ۳۲۴۰
۲
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، پس333 d a= ۱۲ چون 
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به همین ترتیب
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