
راه‌حل تمرین‌ها

ول
ل ا

ص
ف

دایره

چون MNEO مس��تطیل است و در مستطیل قطرها با 11
. ON همان شعاع دایره است. ON ME= =6 هم برابرند، پس 

22 O از نمادگذاری شکل زیر استفاده می‌کنیم که در آن
. چون مثلث  NAB xˆ = را به N وصل کرده‌ایم. فرض می‌کنیم 
. از طرف دیگر،  N A xˆˆ = = OAN متساوی‌الساقین است، پس 
 . MON N xˆ ˆ= = ، پس  OM MN= بنابر فرض مسئله، چون 

اکنون در مثلث AON می‌توان نوشت
 A N AONˆ ˆˆ+ + = 0180  

یعنی 
 x x x+ + + =0 090 180  

. می‌دانی��م در مثلث قائم‌الزاویه  Â = 030 ، یعنی  x = 030 پ��س 
030 نصف وتر اس��ت، پس در مثلث  ضل��ع مقابل ب��ه زاویه‌ی 

 ، AOM قائم‌الزاویه‌ی 

 OM AM=1
2

AM یا  OM MN= =2 2  

، پس33 OB OD= چون 
 D DBOˆ ˆ=  

. بنابر فرض مسئله، OCD ACB ABCˆ ˆ ˆ= = از طرف دیگر، 
 ABC DBOˆ ˆ+ = 090  

پس
 OCD Dˆ ˆ+ = 090  

 090 بنابرای��ن چ��ون در مثلث OCD مجم��وع دو زاویه برابر 
090 است. ، هم برابر  AOD است، پس زاویه‌ی سوم، یعنی 

، پس مثلث OAB متساوی‌الساقین 44 OA OB R= = الف( 
. در نتیجه  A Bˆ ˆ= = 080 است و 

 x A Bˆ ˆ( ) ( )= − + = − + =0 0 0 0 0180 180 80 80 20  
 AOB زاویه‌ی .AB= − =0 0 0360 270 90 ب( توج��ه کنید که 

 . AOB ABˆ = = 090 مرکزی است، پس 
 . x = 040 ، پس  x x x+ + = 02 3 4 360 پ( توج��ه کنی��د ک��ه 
 OAB مثلث . y x= = 02 80 زاویه‌ی AOB مرکزی است، پس 

، پس OA OB R( )= = متساوی‌الساقین است 

 yz −= =
0

0180 50
2

 

55 BOC و AOB وص��ل می‌کنیم. زاویه‌های C به O از
مرکزی هستند، پس

  AOB AB BOC BCˆ ˆ,= =  

، پس AB BC= بنابر فرض مسئله، 
 AOB BOCˆ ˆ=  

یعنی
 MOB NOCˆ ˆ=  

 OMB و ONC بنابراین دو مثلث . OB OC R= = همچنی��ن 
به حالت وتر و یک زاویه‌ی حاده همنهشت هستند. در نتیجه

 OM ON=  
یعنی مثلث OMN متساوی‌الساقین است.

طول کمان در دایره از رابطه‌ی زیر به‌دست می‌آید66

 R
R

·Iµ¨#Ï¼Š·Iµ¨#½pHkºH ·Iµ¨#½pHkºH

·Iµ¨#Ï¼Š ( )= ⇒ = π
π0 0

2
2360 360

 

بنابراین

 
CD

AB

·Iµ¨#Ï¼Š

·Iµ¨#Ï¼Š

( ) ( )

( ) ( )

π= π× = π =

π= π× = π =

0

0

0

0

45 1 52 5 10
8 4360

30 1 52 5 10
12 6360

 

فصل اول: دایره
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پس نسبت خواسته شده برابر است با

 
CD

AB

·Iµ¨#Ï¼Š

·Iµ¨#Ï¼Š

π

= = =
π

5
6 34

5 4 2
6

 

نتیجه: توجه کنید نس��بت طول کمان‌های یک دایره مس��اوی 
نسبت اندازه‌های آن‌ها است.

A را به صورت زیر به‌دست 77 B′ ′ طول کمان‌های AB و 
می‌آوریم.

 R·Iµ¨#½pHkºH

·Iµ¨#Ï¼Š ( )= π
0

2
360

 

بنابراین

 
AB

A B

·Iµ¨#Ï¼Š

·Iµ¨#Ï¼Š

( ) ( )

( ) ( )

π= π× = π =

π′ ′ = π× = π =

0

0

0

0

40 1 42 6 12
9 3360

40 1 82 4 8
9 9360

 

 از تفاضل اندازه‌های به‌دست آمده به جواب مسئله می‌رسیم.

 AB A B·Iµ¨#Ï¼Š ·Iµ¨#Ï¼Š
π π π′ ′− = − =4 8 4
3 9 9

 

060 هستند. چون این 88 زاویه‌های مثلث ABC هر کدام 
 BC ، AB زاویه‌ها در دایره‌ی محاطی هس��تند، پس کمان‌های 
0120 هس��تند. از مرکز دایره یعنی  و AC در دای��ره هر کدام 
نقط��ه‌ی O به رأس‌های مثلث وص��ل می‌کنیم در این صورت 
تلاق��ی  مح��ل   O نقط��ه‌ی  پ��س   ، OA OB OC R= = =
 ABC اس��ت. چون ABC عمود‌منصف‌ه��ای ضلع‌های مثلث
مثلث متس��اوی‌الاضلاع اس��ت، پ��س O محل تلاقی نیمس��از 
. در مثلث  Â = 0

1 30 زاویه‌ه��ای مثل��ث ABC اس��ت، پ��س 
قائم‌الزاویه‌ی OAH می‌نویسیم،

 
AH

A O AH OA

OA R

ˆ ˆ

=

= ⇒ = ⇒ =

→ = ⇒ =

0 0
1 1

2

330 60
2

4 4 3
33

 

بنابراین

 

BCBC R#·Iµ¨#Á½pHkºH

·Iµ¨#Ï¼Š ( )

( ) ( )

= π

π π= π× = =

0

0

0

2
360

120 4 3 1 8 3 8 32
3 3 3 9360

 

 مانند ش��کل از O عم��ود OH را بر وتر AB رس��م 99
می‌کنیم. این عمود وتر AB را نصف می‌کند، پس

 ABBH = = =48 24
2 2

 

، بنابر قضیه‌ی فیثاغورس، OBH اکنون در مثلث قائم‌الزاویه‌ی 
 OH OB BH= − = − =2 2 2 226 24 10  

101 O از نمادگذاری شکل زیر استفاده می‌کنیم که در آن
∆ رسم می‌کنیم و  مرکز دو دایره اس��ت. از O خطی عمود بر 

فرض می‌کنیم H پای عمود باشد.
در دایره‌ی بزرگ‌تر چون OH بر وتر AD عمود است، پس از 

وسط آن می‌گذرد، یعنی 
 AH DH ( )= 1  

به همین ترتیب در دایره‌ی کوچک‌تر معلوم می‌شود
 BH CH ( )= 2  

اکنون اگر برابری )2( را از برابری )1( کم کنیم نتیجه می‌شود
 AB CD=  

111 O از نمادگذاری ش��کل زیر استفاده می‌کنیم که در آن از
عمود OH را بر وتر AB رسم کرده‌ایم. می‌خواهیم اندازه‌ی OH را 
به‌دس��ت آوری��م. چ��ون مثل��ث OAB متساوی‌الس��اقین اس��ت 
، پس ارتفاع OH نیمساز و میانه هم است، یعنی OA OB R( )= =

 
AOB AB ABBOH BH      

ˆˆ ,= = = = = = =
0 060 1030 5

2 2 2 2 2
 

در مثلث قائم‌الزاویه‌ی OBH، با توجه به تعریف نسبت‌های مثلثاتی،

 BHBOH
OH

ˆtan =  

یعنی 

 
OH

tan =0 530  

 . OH =5 3 ، بنابراین 
OH

=1 5
3

پس 
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از نمادگذاری شکل زیر استفاده می‌کنیم که در آن از 121
 CD و AB را به ترتیب بر وترهای OH′ O عمودهای OH و 
 ODH′ رس��م کرده‌ایم. در مثلث‌ه��ای قائم‌الزاویه‌ی OAH و 

بنابر قضیه‌ی فیثاغورس، 
 AH OA OH= − = − =2 2 2 213 5 12  

و
 DH OD OH′ ′= − = − =2 2 2 213 12 5  

 CD و AB به ترتیب از وسط وترهای OH′ عمودهای OH و 
می‌گذرند، پس

 AB AH CD DH      , ′= = = =2 24 2 10 

 . AB
CD

/= =24 2 4
10

در نتیجه 

از نمادگذاری شکل زیر استفاده می‌کنیم که در آن از 131
O عمود OH را بر PQ رسم کرده‌ایم. H وسط PQ است، پس

 PH QH=  
اکنون می‌نویسیم

 AP PH AH= +  
و

 AQ QH AH PH AH= − = −  
با توجه به این تساوی‌ها، می‌توان نوشت

 
AP AQ PH AH PH AH

PH AH

( ) ( )

( )

+ = + + −

= +

2 2 2 2

2 22
 

 ، HAOˆ = 045  ،OAH از طرف دیگر در مثل��ث قائم‌الزاویه‌ی
پس این مثلث قائم‌الزاویه‌ی متساوی‌الس��اقین اس��ت، بنابراین 

. در نتیجه  AH OH=

 AP AQ PH OH OP R( )+ = + = =2 2 2 2 2 22 2 2  

الف( از نمادگذاری ش��کل زیر استفاده می‌کنیم که در 141
 CD و AB را به ترتیب بر وترهای OH′ آن عمودهای OH و 

رسم کرده‌ایم.
چ��ون AB و CD برابرند، پ��س فاصله‌ی مرکز دایره از AB و 
OH در نتیجه O روی نیمساز  OH′= CD برابر اس��ت، یعنی 

زاویه‌ی BMD است.

 OMH′ ب( از ط��رف دیگر مثلث‌های قائم‌الزاویه‌ی OMH و 
به حالت وتر و یک ضلع زاویه‌ی قائمه همنهشت‌اند، پس

MH MH′=  
OH هم به حالت وتر و  D′ دو مثل��ث قائم‌الزاوی��ه‌ی OHB و 

. در نتیجه BH DH′= یک ضلع همنهشت‌اند، پس 
 MH BH MH DH′ ′+ = +  

. همچنین MB MD= بنابراین 
 AB MB CD MD− = −  

 . AM MC= یعنی 

151 O از نمادگذاری شکل زیر استفاده می‌کنیم که در آن
′OH به ترتیب بر AB و CD عمود  مرکز دایره است و OH و 
 . OH OH′= هس��تند. چون وترهای AB و CD برابرند، پس 
OH همنهشت‌اند.  E′ بنابراین مثلث‌های قائم‌الزاویه‌ی OHE و 

AB و CD= . چون  HE H E′= در نتیجه 

 AB CDAH CH, ′= =
2 2

 

. در نتیجه AH CH′= پس 
 EH AH EH CH′ ′+ = +  

 . AE CE= یعنی 

بلندترین وتر گذرنده از نقطه‌ی M قطر دایره است161
 R =2 6  

. کوتاه‌ترین وترگذرنده از M وتری اس��ت که بر  R =3 پ��س 
قطر گذرنده از M عمود باشد. در شکل زیر، وتر AB کوتاه‌ترین 

. M وسط AB است، پس AB( )=4 وتر گذرنده از M است 

 ABMA = =2
2

 

، بنابر قضیه‌ی فیثاغورس،  OAM اکنون در مثلث قائم‌الزاویه‌ی 
 OM OA MA= − = − =2 2 2 23 2 5  
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کوچک‌ترین وتری ک��ه از نقطه‌ی M می‌گذرد، وتری 171
 AB عمود باشد. بنابر شکل M اس��ت که بر ش��عاع گذرنده از
کوتاه‌تری��ن وتر گذرنده از M اس��ت. در مثل��ث قائم‌الزاویه‌ی 

OAM، بنابر قضیه‌ی فیثاغورس، 

 MA OA OM= − = − =2 2 2 28 3 55  
چون OM بر AB عمود است. پس از وسط وتر AB می‌گذرد، 

در نتیجه 
 AB AM= =2 2 55  

، پس 181 x+ + =0 0 0111 84 360 ال��ف( توجه کنید ک��ه 
. زاویه‌ی ACB محاطی است، پس x = 0165

 
ABACBˆ =
2

 

. xy /= = =
0 0165 82 5

2 2
یا 

 OAC و OBC وص��ل می‌کنی��م. مثلث‌ه��ای C ب��ه O ب( از
و   OCB OBCˆ ˆ= = 020 پ��س  هس��تند،  متساوی‌الس��اقین 
. از ط��رف دیگ��ر  ACBˆ = 050 ، یعن��ی  OCA OACˆ ˆ= = 030

زاویه‌ی ACB محاطی است، پس

 
ABACBˆ =
2

 

 . x = 0100 ، پس  x=050
2

یعنی 

الف( ابتدا توجه کنید191
 x x x+ + = 02 4 3 360  

. همچنین  x = 040 پس 
 xy x= = = × =0 04 2 2 40 80

2
 

ب( توجه کنید که

 

BCBOC BC BAC       
ˆ ˆ,= =

2
 

، یعنی BOC BACˆ ˆ=2 پس 
 ( )α+ = α+0 03 12 2 16  

 .α= 020 در نتیجه 

، محاطی مقابل به قطر است، پس202 ANB زاویه‌ی 
 ANBˆ = 090  

MN پس NB= و چون 
NMBˆ = 045  

ˆNMB زاویه‌ی خارجی  مثلث MAB متساوی‌الساقین است و 
آن است پس،

 NMB A MBA A A Aˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ= + = + =2  
 . Â /= 022 5 Â=045 پس  2 یعنی 

مطابق شکل وتر AM را رسم می‌کنیم. توجه کنید که 212
چون AC قطر دایره است، پس

ˆAMC )زاویه‌ی محاطی( = 090  
یعنی AM ارتفاع مثلث متساوی‌الساقین ABC است. بنابراین 

 . BM MC= AM میانه هم است، یعنی 

، پس222 B DCˆ =1
2

چون 

 DC B̂= = × =0 02 2 40 80  
D وسط کمان AC است، بنابراین 

  AC DC= = × =0 02 2 80 160  
اکنون توجه کنید که چون BC قطر است، پس

 BC= 0180  
و در نتیجه

  AB AC= − = − =0 0 0 0180 180 160 20  
در نهایت

 C ABˆ = = × =0 01 1 20 10
2 2

 



100  هریفصل اول: دا 

از نقط��ه‌ی A به نقطه‌ه��ای C و D وصل می‌کنیم. در 232
ای��ن صورت زاویه‌های C و D محاطی روبرو به قطر هس��تند، 
پس قائمه هستند. از طرف دیگر O مرکز دایره‌ی کوچک‌تر از 
، پس  OH OH( )′= دو وت��ر BC و BD به یک فاصله اس��ت 

OB نیمساز زاویه‌ی B است، بنابراین 
B B

C D ABC ABD BC BD
AB AB

¦Ä#»#oU»

½jIe#Á¾Ä»Hp#

ˆ ˆ

ˆ ˆ

 =


= = →∆ ≅∆ ⇒ =
 =

1 2
090

زاویه‌ی ABD محاطی روبه‌رو به قطر اس��ت پس قائمه 242
 AB بر CH عمود است. از طرف دیگر AB بر DB است، بنابراین
عمود است، پس CH و DB بر یک خط عمودند، پس موازی‌اند.

از نمادگ��ذاری ش��کل زی��ر اس��تفاده می‌کنیم. فرض 252
BD. چون کمان‌های محصور بین دو وتر موازی  x= می‌کنیم 

مساوی هستند، پس 
  AC BD x= =  

AB و AD مورب است، پس CD از طرف دیگر، چون 

 
AC xDAB ADCˆ ˆ= = =
2 2

 

AB و OC مورب است، پس CD همچنین چون 
 OCD AOC AC xˆ ˆ= = =  

اکنون در مثلث CMD، زاویه‌ی CMA زاویه‌ی خارجی است، پس
 xx= +075

2
 

. در نهایت چون AB قطر است، پس x = 050 یعنی 
   AC CD DB+ + = 0180  

در نتیجه 
 CD+ + =0 0 050 50 180  

 .CD= 080 یعنی 

ابتدا توجه کنید که چون AB قطر است، پس 262
AB= 0180  

همچنین، کمان‌های محصور بین دو وتر موازی مساوی‌اند، بنابراین
  BD AC=  

به این ترتیب

 

  

  



ACD ADC AB BD AC

AB BD AC

AB

ˆ ˆ ( )− = + −

= + −

= = × =0 0

1 1
2 2
1 1 1
2 2 2
1 1 180 90
2 2

 

BAD در نتیجه 272 DACˆ ˆ= چون AD نیمساز است، پس 
 DC و BD کمان‌ه��ای روبه‌روی این دو زاوی��ه‌ی محاطی یعنی
مساوی‌اند. از طرف دیگر می‌دانیم کمان‌های بین دو وتر موازی 
AB و DE مساوی‌اند. بنابراین دو کمان AE و BD مساوی‌اند. 

پس با اضافه کردن کمان EC به هر دو آن‌ها می‌نویسیم

 
   

 

     

BD DCAE EC BD EC

AE EC DC EC AEC DCE

=+ = + →

+ = + ⇒ =

 

چون دو کمان AEC و DCE مس��اوی‌اند، پ��س دو وتر نظیر 
آن‌ها یعنی AC و DE برابرند.

دو مثلث OAD و OBC به حالت )ض ز ض( همنهشت 282
هستند. چون

 OC OD AD BC D C            
ˆˆ, ,= = =  

OA بنابراین دایره‌ی به مرکز O و ش��عاع OA از  OB= پس 
رأس B می‌گ��ذرد. از طرف دیگر کمان‌های بین دو وتر موازی 

یک دایره مساوی‌اند. بنابراین
  AB DC AF BE AF BE⇒ = ⇒ =  

 . DF EC= ، پس  OD OC= OE و  OF= در ضمن چون 

توج��ه کنید ک��ه چون زاویه‌ی B محاطی اس��ت، پس 292
AC. همچنین B̂= = 02 100

   AB AC BC( ) ( )= − + = − + =0 0 0 0 0360 360 100 120 140  
به این ترتیب

 
ABx = = =

0 0140 70
2 2
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از نمادگذاری ش��کل زیر اس��تفاده می‌کنیم که در آن 303
CD را رسم می‌کنیم. توجه کنید که

  ACD AD MAD AD      
ˆ ˆ,= =1 1

2 2
 

. با  MBA BCDˆˆ = . با اس��تدلال مشابه،  MAB ACDˆ ˆ= پس 
جمع کردن این دو تساوی به‌دست می‌آید

 MAB MBA ACBˆ ˆˆ+ = = 0100  
اکنون در مثلث MAB نتیجه می‌گیریم

 x = − =0 0 0180 100 80  

ابتدا توجه کنید که زاویه‌های C و D محاطی روبه‌رو به 313
یک کمان هستند، پس 

 
ABC Dˆ ˆ= =
2

 

یعنی 
 z AB,= =0 048 96  

به همین ترتیب
 x y CD= =1

2
 

همچنین 

 
 AB CDCEDˆ +=

2
 

یعنی 

 x+=
00 96 2100
2

 

 . x y= = 052 پس 
از نمادگذاری ش��کل اس��تفاده می‌کنی��م. به دو روش 323

می‌توان این مسئله را حل کرد. 
، پس OA AM R= = روش اول چون 

 AOM AMOˆ ˆ= =α  
 BAO زاویه‌ی .AD=α زاویه‌ی AOD مرکزی اس��ت. پس 

زاویه‌ی خارجی برای مثلث OAM است،
 BAO AOM AMOˆ ˆ ˆ= + =α+α= α2  

، پس مثلث OAB متساوی‌الساقین است و OA OB R= =
 OBA BAOˆˆ = = α2  

 OMB زاویه‌ی خارجی برای مثلث BOC در نهایت زاوی��ه‌ی
است، پس

 BOC OBM BMO  IÄ  
ˆ ˆ ˆ= + β= α+α= α2 3  

AD=α مانند  روش دوم قس��مت اول این روش ت��ا آنجا که 
روش اول است. اما از آنجا به بعد روش تغییر می‌کند. می‌دانیم

 
 BC ADM̂ −=

2
 

یعنی

 
BC−αα=

2
 

پس
 BC= α3  

زاویه‌ی BOC مرکزی است، پس
 BOC BCˆ =  

یعنی
 β= α3  

ابتدا توجه کنید که333
    AD BD AE EC= = = = 060  

از طرف دیگر،

 




BAD BD

EDA AE

ˆ

ˆ

= = × =

= = × =

0 0

0 0

1 1 60 30
2 2
1 1 60 30
2 2

 

پس
 MAD MDAˆ ˆ=  
یعنی مثلث MAD متساوی‌الساقین است

 MD MA ( )= 1  
 با استدلالی مشابه نتیجه می‌شود

 NE NA ( )= 2  
همچنین، توجه کنید که

 A BCˆ = = × =0 01 1 120 60
2 2

 

060 است،  پس مثلث AMN متساوی‌الساقین با زاویه‌ی رأس 
بنابراین متساوی‌الاضلاع است، بنابراین

 MN AM AN ( )= = 3  
اکنون با مقایسه‌ی برابری‌های )1(، )2( و )3( نتیجه می‌گیریم

 DM MN NE= =  




