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نیتروتست فصل 1

گزینة »3«. 1
با تقسیم دو رابطه بر یکدیگر داریم:

2
2

45
75

2 3
5

2 3
5

0 6
2

2
2 2

x y

y x
x y y x x y

+

+
+ − + −= ⇒ = ⇒ = =( ) ( ) /  

اگر دو طرف این رابطه را مجذورکنیم، خواهیم داشت:
4 0 36x y− = /  

گزینة  »4«. 2
3 می رسانیم: رابطه های داده شده را به توان

x x y

y xy

x x y

y xy

3 2

3 2

3 2

3 2
15 3

12 3

3 15

3 12

= −

= −






⇒

+ =

+ =






 

با جمع روابط بالا داریم:
x y x y xy x y x y3 3 2 2 33 3 27 27 3+ + + = ⇒ + = ⇒ + =( )  

گزینة  »2«. 3
x را به کمک اتحاد چاق و لاغر ساده می کنیم: ابتدا

x = + + = − + +
−

= −
−

=
−

9 3 1
2

3 1 9 3 1
2 3 1

3 1
2 3 1

1
3 1

3 3 3 3 3

3 3 3
( )( )

( ) ( )
 

) است.  )
1 1 3
x

+ 1 خیلی شبیه به 3 3
3 2x x x

+ + حالا دقت می کنیم که عبارت
1در واقع: 3 3 1 1 13 2

3

x x x x
+ + = + −( )  

x داریم: =
−
1
3 13 با قرار دادن

( ) ( )
1 1 1 3 1 1 1 3 1 23 3 3
x

+ − = − + − = − =  

گزینة  »2«. 4
2 به نام گذاری احتیاج داریم. وقتی که 21x x+ − دقت کنید که برای محاسبة

 8 81x x+ − 2 را به دست آوردیم، به کمک اتحاد مکعب، می توانیم 21x x+ −

را هم حساب کنیم. پس برویم سراغ نام گذاری:
2 2 2 21 0 1 2 2x x A x xA A+ =  → + =− > −( )  
⇒ + + = ⇒ + =− − + + −4 4 2 2 2 6 21 1 2 1 1 2x x x x x xA A( )( )  
⇒ + = =  → =>6 2 10 102 2 0A AA  
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8 را خیلی راحت می توانیم حساب کنیم. توجه کنید: 81x x+ − حالا
2 2 101x x+ =−  

3 1 1 18 8 3 2 2 2 2 10 10·H¼U → + + × × × + =− − −x x x x x x( )  
⇒ + + × × = ⇒ + =− −8 8 3 2 10 10 10 8 8 4 101 1 1x x x x  

بنابراین:
( ) ( )8 8 2 2 4 10 10 3 101 1x x x x+ − + = − =− −  

گزینة  »2«. 5
باید آن قدر درسنامه را خوب خوانده باشید که خیلی سریع تشخیص دهید در 

2ab استفاده کنیم: این مسئله قرار است دوبار از روش

5 2 6
2

3 2 2+ +
ab x»n

( )  

3 2 2
2

2 1 2+ +
ab x»n

( )  
با جایگذاری در اطلاعات مسئله، داریم:

( )

( )

3 2 2 1

2 1 3 2

2

2
+ = −

+ = +







x

y
 

. با قرار دادن در معادلة اول داریم: ( ) ( )2 1 2 1 1− = + − دقت کنید که
( )

( )

3 2 2 1

2 1 3 2

2

2
+ = +

+ = +







− x

y
 

) قرار دهیم: )3 2 2+ − x ، می توانیم 2 1+ پس در تساوی دوم به جای

( ) (( ) ) ( )2 1 3 2 3 22 2 2 4+ = + = +− −y x y xy  
بنابراین:

( ) ( ) ( )2 1 3 2 3 2 3 22 4+ = + ⇒ + = +−y xy  

⇒ − = ⇒ = −4 1 1
4

xy xy  
گزینة  »1«. 6

با معکوس کردن رابطه ها داریم:
a b
ab

a c
ac

b c
bc

+ = − = − = −

+ = − = − = −

+ = −

15 10
5

5 3 2
5

3 2

10 6
2

2 5 3
2

5 3

6 15
3

( )

( )

== − = −
















3 2 5
3

2 5( )
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حالا دقت کنیم که:
a b
ab b a
a c
ac c a
b c
bc c b

+ = + = −

+ = + = −

+ = + = −















1 1 3 2

1 1 5 3

1 1 2 5

kÃ¹¨  Íµ] → + + =2 1 1 1 0( )
a b c

 

حالا با مخرج مشترک گرفتن داریم:
2 1 1 1 0 2 0 0( ) ( )
a b c

bc ac ab
abc

bc ac ab+ + =  → + + = ⇒ + + =¥oTz¶ Zoh¶  

گزینة  »2«. 7
هر کجا مجموع یا تفاضل دو رادیکال را خواســتند، اولین چیزی که باید به 

ذهنمان برسد، نام گذاری است:
4 1 16 4 03 3 3− + − = >A  

2 3 3 3 3 3 3 24 1 16 4 2 4 1 16 4·H¼U → − + − + − − =( )( ) A  
16 داریم: 43 3− 43 در عبارت دقت کنید که با فاکتورگیری از

16 4 4 4 13 3 3 3− = −( )  
بنابراین:

4 1 16 4 2 4 1 4 4 13 3 3 3 3 3 2− + − + − − =( ) ( ) A  

⇒ − + × + − =1 8 2 2 4 1 43 3 2 3 2( ) ( ) A  
⇒ − + + − =1 2 2 2 4 1 23 3 3 2( ) A  
⇒ − + + − = − + × = =  → =>1 2 2 2 8 2 2 1 2 2 3 33 3 3 2 0A AA  

گزینة  »1«. 8

x را معکوس کنیم:

x2 1
1
5+

= ابتدا
x

x
x

x

2 1 5 1 5+ = ⇒ + =  

A1399 یاA1400 یاA1401 را حساب کنیم.  برای حل این مسئله، نمی توانیم واقعاً

1 یا به  12

A
x

xn

n

n
= + )با کامپیوتر هم ســخته( با توجه به توضیــح بالا و این که

، خواهیم داشت: 1 1
A

x
xn

n
n

= + عبارتی
x

x A
1400

1400 1400

1 1+ =  
، داریم: x

x
+ 1 با ضرب دو طرف در

( )( )x
x
x

x A
+ + =1 1 51400

1400 1400
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⇒ + + + =x
x

x
x A

1401
1399

1399
1401 1400

1 1 5  

⇒ + + + =( ) ( )x
x

x
x A

1401
1401

1399
1399 1400

1 1 5  

⇒ + = ⇒ =1 1 5 5
1401 1399 1400A A A

b  
گزینة  »2«. 9

a شروع می کنیم: b c+ + 2 رساندن0= با توان
( ) ( )a b c a b c ab ac bc+ + = ⇒ + + + + + =2 2 2 2 20 2 0  

⇒ + + + = ⇒ + + = −3 2 0 3
2

( )ab ac bc ab ac bc  

2 برسانیم: a را به توان b c2 2 2 3+ + = ، باید a b c4 4 4+ + برای محاسبة
( )a b c2 2 2 2 23+ + =  
⇒ + + + + + =a b c a b a c b c4 4 4 2 2 2 2 2 22 9( )  
a را حســاب کنیم. بــرای ایــن کار باید b a c b c2 2 2 2 2 2+ + حــالا بایــد

2 برسانیم: ab را به توان ac bc+ + = − 3
2

( ) ( )ab ac bc+ + = −2 23
2

 

⇒ + + + + + =a b a c b c a bc ab c abc2 2 2 2 2 2 2 2 22 9
4

( )  

⇒ + + + + + =a b a c b c abc a b c2 2 2 2 2 2 2 9
4

( )  

a b c a b a c b c+ + = → + + =0 2 2 2 2 2 2 9
4ÏHã¼w ÆoÎ

 
بنابراین داریم:

a b c a b c4 4 4 4 4 42 9
4

9 9
2

+ + + = ⇒ + + =( )  

a است. این نتیجه می دهد که: b c+ + از طرفی0=
a b c a b ab a b c

c
+ = −  → + + + = −

−

3 3 3 33·H¼U ( )�  

⇒ + − = − ⇒ + + =a b abc c a b c abc3 3 3 3 3 33 3  
در نتیجه گزینة دوم درست است، زیرا:

1
2

1
2
3 1

2
3 9

2

3 3 3
2 2 2( ) ( ) ( )

a b c
abc

abc
abc

+ + = = =  

همان جوابی است که به دست آوردیم.
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گزینة  »3«. 10
این کارها را باید بکنیم:

1ـ درست کردن چند عبارت مربع کامل که از مثبت بودن آن ها آگاهیم. 
2 کم  ، که به خوبی می دانیم یک ضریب bc ac و  ab و  2ـ استفاده کردن از

دارند. پس با اجازة سؤال:
2 2 2 4ab ac bc+ + =  

3ـ در آخر باید جوابمان را چک کنیم تا از صحت آن مطمئن شویم. 
دست به کار شویم:

10 10 10 10 2 2 2 42 2 2 2 2 2a b c a b c ab ac bc+ + = + + − − − +  
⇒ − + + − + +4 2 4 22 2a ac b bc  

4 مربع کامل شــود. با  22a ac− + در بایــد جمله ای قرار دهیم که

 c2

4
c2 باشــد. در هم باید همین

4
2ac− این جمله باید 4 و 2a توجه به

4 مربع کامل شــود. در باید باقی ماندة  22b bc− + را قــرار دهیم تا
عبارت ها را قرار دهیم:

10 10 2 2 2 42 2 2a b c ab ac bc+ + − − − +  

= − + + − + + + + − +4 2
4

4 2
4

6 6
2

2 42
2

2
2

2 2
2

a ac
c

b bc
c

a b
c

ab( )  

= − + − + − + + + +( ) ( ) (( ) )2
2

2
2

5 5
2

42 2 2 2 2
2

a
c

b
c

a b a b
c  

= − + − + − + + + +( ) ( ) ( ) ( )2
2

2
2

4 5 5
2

2 2 2 2 2
2

a
c

b
c

a b a b
c  

5 دقیقاً برابر با نصف  5
2

2 2
2

a b
c+ + حالا یک اتفاق خیلی جالــب رخ داد. 

عبارتی است که با آن شروع کردیم. پس عملیات مشابهی روی آن می توانیم 
انجام دهیم:

5 5
2

2 2
2

a b
c+ +  

= + − + + − + + − +4
4

2 4
4

2 2 42
2

2
2

2 2a
c

ac b
c

bc a b ab  

= − + − + − +( ) ( ) ( )2
2

2
2

42 2 2a
c

b
c

a b  
پس جواب مسئله می شود:

10 10 2 2
2

2
2

82 2 2 2 2 2a b c a
c

b
c

a b+ + = − + − + − +(( ) ( ) ( ) )  
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) هســتند، لذا  )a b− ≥2 ) و 0 )2
2

02b
c− ≥  ، ( )2

2
02a

c− ≥ از آنجــا که

8 است. دقت می کنیم، برای این که کمترین  کمترین مقدار ممکن عبارت بالا
8 باشد، باید هر سه پرانتز ما صفر شوند. یعنی: مقدار مساوی

( ) ( ) ( )2
2

2
2

0
4

2 2 2a
c

b
c

a b a b
c− = − = − = ⇒ = =  

ab است که حالا می شود: bc ac+ + = فرض مسئله2

( ) ( )
c

c
c c c c c

4 4 4 16 2
9
16

22
2 2 2

+ + = + = =  

⇒ = × ⇒ = ±c c2 2 16
9

4 2
3

 

. با جایگذاری این مقادیر،  a b
c= = = ±
4

2
3

c باشــد، پس = ± 4 2
3

اگر
داریم:

10 10 10 2
9

10 2
9

16 2
9

40
9

32
9

72
9

82 2 2a b c+ + = + + × = + = =( ) ( )  

8 کمترین مقدار است.  پس واقعاً
به اعصاب خودتان مســلط باشــید. تست این قدر دشــوار، جنبة طرح سؤال 
مستقیم ندارد. یک گوشــة کوچکی از آن را ممکن است بپرسند. این سؤال 
برای دست و پنجه نرم کردن با یک حریف چغر بد بدن بود و اگر آن را حل 
نکردید، لطفاً لطفاً لطفاً از خودتان ناامید نشوید. حتی اگر نصف راه حل را هم 

فهمیده باشید، خیلی کارتان درست است.
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نیتروتست فصل 2

گزینة  »3«. 1
 βx x2 4 0+ + = فرض کنید جواب مشترکx0 باشد. از آنجا که صفر نه در
. این نکته  x0 0≠ ، پس می فهمیم که αx x2 4 0+ − = صدق می کند و نه در

به زودی به کارمان خواهد آمد. 

جواب هر دو معادله اســت، پس در هر دو معادله هم صدق  x0از آن جایی که
αمی کند. یعنی:

β

x x

x x

0
2

0

0
2

0

4 0

4 0

+ − =

+ + =






 

این دو معادله را یک بار جمع می کنیم و یک بار منها:

( )

( )

( )

( )

α β

α β

α β

α β

+ + =

− − =
⇒

+ = −

− =









 x x

x

x x

x

0
2

0

0
2

0
2

0

0
2

2 0

8 0

2

8
 

x x

x
0 0 0

0
2

2

8
≠ →

+ = −

− =







( )

( )

α β

α β
 

. در نتیجه داریم: α β− = =
−∆

64
2

64

2 8b α و β+ = b
64

حالا دقت کنید که

b
x

b
x

x
b

x b

64
2

2
64

8

2

2 2

0

2 8
0
2

0
7

0
2 2 8 9

= −

− =

⇒
= −

− =


















 

x در معادلة دوم، داریم:
b0
72= − با قراردادن

2 2 2 2
2

2
2

14

2
2 8 9 2 8

2

5
2 8

4

10b
b b

b
b

b− = ⇒ − = ⇒ − =  

⇒ − = ⇒ − + = ⇒ − =2 2 2 2 0 2 010 2 18 4 4 10 2 18 2 9 2b b b b b( )  

⇒ =  → =
= + >

>
b b

b

b
2 9 64

0

02 16 2
α β

 

64 می بینیم کــه معادله های  1 02x bx− + = b در =16 2 با قــرار دادن
b قابل قبول است. =16 2 گفته شده واقعاً جواب برابر دارند. لذا

گزینة  »2«. 2
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در ابتدا طبق قوانین ویت داریم:
a b

b
a

ab
c
a

a ab b

a b c

+ = −

=
⇒

+ + =

=
















2

2
0  

. بنابراین: c a b= − − −2 توجه کنید که طبق فرض مسئله

a ab b

a b a b

a ab b

a b a b

2

2

2

2
0

2

0

2 0

+ + =

= − − −
⇒

+ + =

+ + + =












 

b ضرب کرده و دو معادله را از هم منها می کنیم: معادلة اول را در
a b ab b

a b a b
ab b a b

2 2 2

2
2 20

2 0
2 0

+ + =

+ + + =






 → + − − − =kÃ¹¨ I¿¹¶  

⇒ − + − − + =( ) ( ) ( )ab a b b2 2 1 1 0  
⇒ − + − + − + =a b b b b( ) ( )( ) ( )2 1 1 1 1 0  
⇒ + − + − − =( )( ( ) ( ) )b a b b1 1 1 1 0  
⇒ + − + − = ⇒ + =( )( )b ab a b b1 2 0 1 0 یا   

ab a b b b
a
a

− + − = ⇒ = − = +
+

2 0 1 2
1

IÄ  

b باشد، داریم: = اگر1−
a b a b a a2 22 0 1+ + + = ⇒ − =  

b باشد، داریم: a
a

= +
+
2
1

اما اگر

a b a b a
a
a

a
a
a

2 22 0 2
1

2 2
1

0+ + + = ⇒ +
+

+ + + +
+

=( ) ( ) ( )  

⇒ +
+

+
+

+ =( )( )a
a
a a

2
1

1
1

1 0
2

 

⇒ + + +
+

= ⇒ = −( )( )a
a a
a

a2 2
1

0 2
2

 

a می فهمیم که b c+ + = −2 b است و از a باشد، آن گاه0= = −2 ولی اگر
− در می آید  =2 02x c اســت. ولی در این حالت معادلة اصلی به صورت =0

که دو جواب متمایز ندارد. 
a است.  a2 1− = لذا تنها جواب قابل قبول

گزینة  »4«. 3
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x هستند، پس باید در  x3 81 1= + γ جواب های معادلة β α» , از آنجایی که
آن  صدق کنند. اما دقت کنید که:

x x x x x x3 3 281 1 81 1 81 1= + ⇒ − = ⇒ − =( )  
⇒ − + = ⇒ − + =x x x x x x( )( ) ( )( )9 9 1 9 9 12  

x و  − x باشــد، آن گاه مقادیر9 x3 81 1= + x جواب معادلــة یعنی اگــر
b معکوس هم  a» x معکــوس هم هســتند. می دانیم اگر دو عــدد x2 9+

باشند، آن گاه:
c
a

c
b

c a b
a b

c a b
a b ab

c a b
a1 1

1 1
1 1

2
1

2
+

+
+

= + + +
+ +

= + +
+ + +

= + +
+

( )
( )( )

( ) ( )
bb

c
+ +

=
1 1

 

بنابراین:
A B+ =

+ +
+

− +
+

+ +
+

−
1
9 1

1
9 1

2
9 1

2
92 2α α α β β β� ��� ��� � ��� ��� � ��� ���

( ) ( )�� +1

t¼§÷¶ t¼§÷¶

 

+
+ +

+
− +

= + + =3
9 1

3
9 1

1 2 3 62γ γ γ
� ��� ��� �

( )

t¼§÷¶

 

گزینة  »4«. 4
دنبال مربع کامل هستیم:

x x x2 23 2 11 110 0− + + =  
2 بهتر است11 واحد به دو طرف اضافه کنیم.  11x به خاطر

x x x2 23 2 11 121 11− + + =  
121 است. حالا با مرتب کردن جملات داریم: 112= زیرا می دانیم که

( ) ( )x x x x2 22 121 2 11 11− + + − + =  

⇒ − = − + = −( ) ( )x x x x11 2 11 11 112 2  

⇒ − = − ⇒ − = −( ) ( ) | | | |x x x x11 11 11 112 2  
Z»jq¶ → − + = −| ( )( ) | | |x x x11 11 11  

⇒ − = + = ⇒ = + = + =−x x x x x11 0 11 1 11 11 1 11 1IÄ IÄ IÄ| |

⇒ = = − = − −x x x11 1 11 1 11IÄ IÄ  

x جواب ندارد. به همین  = −1 11 1 منفی اســت و لذا معادلة 11− اما
x جواب مسئله است. x نیز جواب ندارد. پس فقط11= = − −1 11 دلیل
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گزینة  »1«. 5
، ولی قبل از اعمال تغییر متغیر، به دو طرف معادلة  x x a t2 + − = قرار دهید
( )x x a x x a x2 2 2 2+ − + + = + x واحد اضافه می کنیم:  اصلی
⇒ + − + + − − =( ) ( )x x a x x a a x2 2 2 حالا داریم: 
t t a x

x x a t
t x t x x t

2

2
2 2+ − =

+ − =
 → − + − = −







®òIÿU ( ) ( ) ( )  

⇒ − + − = ⇒ − + + =( ) ( ) ( )( )t x t x t x t x2 2 2 0 2 0  
⇒ − = + + = ⇒ + − − =t x t x x x a x0 2 0 02

IÄ یا    
x x a x x a x x a2 2 22 0 0 2 2 0+ − + + = ⇒ − = + + − =IÄ  

x یا جواب نــدارد یا مجموع  a2 0− = a هــر مقداری که باشــد، معادلــة

x است.  x a2 2 2 0+ + − = جواب هایش صفر است. پس ماجرای ما با
قبل از هر چیز این معادله باید دو جواب داشته باشد، یعنی:

∆ > ⇒ − − > ⇒ − + > ⇒ >0 4 4 2 0 4 4 0 1( )a a a  
x قطعاً دو جواب متمایز دارد  x a2 2 2 0+ + − = a باشد، معادلة حال اگر1<

2− است. کار تمام است.  که طبق قضیة ویت حتماً مجموع آن ها
گزینة  »2«. 6

x a b x ab a2 2 1 9
4

0+ + + + − − =( )  

x ریشــة مضاعــف این معادله اســت، پــس در واقع معادلــة بالا همان k= چون
) است. به عبارتی: )x k− =2 0

x a b x ab a x kx k2 2 22 1 9
4

2+ + + + − − = − +( )  

⇒
+ + = −

− − =







a b k

ab a k

2 1 2
9
4

2  

4 ضرب می کنیم تا هر  2 می رسانیم و معادلة دوم را در معادلة اول را به توان
4 شوند:  2k دو معادله مساوی با

( )
( )

a b k

ab a k
a b ab a

+ + =

− − =
⇒ + +






= − −

2 1 4

4 4 9 4
2 1 4 4 9

2 2

2
2  

⇒ + + + + + = − −a b ab a b ab a2 24 1 4 2 4 4 4 9  
⇒ + + + + = ⇒ + + + =a a b b a b2 2 2 26 4 4 10 0 3 2 1 0( ) ( )  
⇒ = − = −a b3 1

2
,  
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a عددگذاری کنیم:  b k+ + = −2 1 2 ، کافی است در k برای پیدا کردن

− − + = − ⇒ =3 1 1 2 3
2

k k  
گزینة77»3«.7 

ابتدا طبق اتحاد جملة مشترک داریم:
x x

x x
a

x x
x x

a
4 2

2

2 210 9
4 3

9 1
1 3

− +
+ +

= ⇒ − −
+ +

=( )( )
( )( )

 

⇒ − + + −
+ +

=( )( )( )( )
( )( )

x x x x
x x

a
3 3 1 1

1 3
 

3− و 1− ریشــه های مخرج  حــالا قبل از ســاده کردن باید دقت کنید که
هستند. این نکته را تا آخر جواب نیاز داریم و مدام باید حواسمان به آن باشد.

با این تذکر، ساده کنید:
( )( )x x a x x a− − = ⇒ − + − =1 3 4 3 02  

∆ باشد: یک حالت بدیهی داستان این است که0=
∆ = − − = ⇒ − − = ⇒ = −16 4 3 0 4 3 0 1( ) ( )a a a  

a داریم: = با قرار دادن1−
x x x x2 24 4 0 2 0 2− + = ⇒ − = ⇒ =( )  

a قابل قبول است. هنوز  = که خوشــبختانه ریشة مخرج هم نیست و لذا1−
تمام نشده است. نکتة اصلی سؤال باقی مانده!

ما باید حالت هایی را بررسی کنیم که معادلة  ، دو جواب دارد ولی یکی از 
3 یا1 است و آن را نپذیریم. این دو جواب

7است. x = −1 حالتی7که7یکی7از7جواب7ها
x در معادلة  داریم:  = با قرار دادن1−

1 4 3 0 8+ + − = ⇒ =a a  
a داریم: = 8 با قرار دادن

x x x x x x2 4 5 0 1 5 0 1 5− − = ⇒ + − = ⇒ = − =( )( ) IÄ  
Ï¼L¤ ®MI¤oÃü

Zoh¶ â¾zÄn

x x=− → =1 5  

a باشــد هــم، معادلــة مــا عمــاً یــک جــواب دارد.  = 8  یعنــی اگــر
7یکی7از7جواب7ها7باشد.7 x = −3 حالتی7که

در این حالت:
x x a a a2 4 3 0 9 12 3 0 24− + − = ⇒ + + − = ⇒ =  
⇒ − − = ⇒ + − =x x x x2 4 21 0 3 7 0( )( )  
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⇒ = − =  → ==−x x xx3 7 73
IÄ

Ï¼L¤ ®MI¤oÃü

Zoh¶ â¾zÄn
  

a باشد، در هر کدام از این سه حالت،  = 24 a و چه = a و چه8 = پس چه1−
معادلة کسری داده شده فقط یک جواب دارد. 

a a a1 2 3 1 8 24 31+ + = − + + =  
می دونیم سؤال سختی بود. ولی ارزش چند بار خوندن و مرور و تمرین رو داره، 

چون کلی نکتة مهم داشت.

گزینة  »4«. 8

f را می توان به صورت زیر نوشت: ابتدا ضابطة تابع
f x x a ax( ) ( )( )= − −2 3 2  
⇒ = ⇒ − − =f p p p a ap p( ) ( )( )2 3 2 عددی اول:   

p شد، پس باید یکی  ) برابر با عدد اول ) ( )ap p a− −2 2 3» چون حاصل ضرب
p± باشد، یعنی: از این دو مقدار برابر با1± و دیگری برابر با

حالت اول

2 3 1 2 3 1

2 3 1
2

2 3 1
2

3
2

5
2

0
1

2

p a p a

ap p a
a a

a a
a p

− = ⇒ = +

− = ⇒ + − = +

⇒ − − = ⇒
= − ⇒ =

( )

−−

= ⇒ =





















1
5
3

3



a p

 

حالت دوم

2 3 3

2 1 3 2 1 3 3
1 3
1 3

2
p a p p a

ap a a a

a p

a p

− = ⇒ =

− = ⇒ − = ⇒ =

⇒
= ⇒ =
= − ⇒ = −








( )

�

�








 

2 را  3 1
2

p a

ap p

− = −
− = −





2 یا 3
2 1

p a p

ap

− = −
− = −





به همین ترتیب می توان حالت های

a معادلة نیز بررســی کرد ولی جواب قابل قبول ندارند. پس فقط به ازای1=
f برقرار است. p p( ) =

گزینة  »3«. 9

x هستند، طبق  x2 12 9 0− + = 2 ریشــه های 1β
α

+ 2 و 1α
β

+ از آنجا که

2قوانین ویت داریم: 1 2 1 12

2 1 2 1 9

2 12α
β

β
α

α
β

β
α

α β
αβ

+ + + =

+ + =










 →
+ =

= +
=

( )( )

S
P

S
S
P

44 4 1 9P
P

+ + =
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از معادلة دوم داریم:

4 1 5 0 4 5 1 0 1 4 1 0
2

P
P

P
P

P P
P

+ − = ⇒ − + = ⇒ − − =( )( )  

⇒ =P یا 1 P = 1
4

 
پس دو حالت وجود دارد:

P حالت اول: 1=
در این صورت داریم:

2 12 2
1

12 3 12 4S
S
P

S
S

S S+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =  

β ریشــه های معادلة α و . لذا P = =αβ S و1 = + =α β 4 که این یعنی
x هستند.  x2 4 1 0− + =

k را به نحو مناسبی انتخاب کنیم تا: حالا باید

3 3
3 3

3 2

9 3
α β
α β

α β

αβ α β

+ + + = − +
+ + =





⇒
+ + = − −

+ +

k k a k

k k a

k a k

k

( )

( )( )

( )

( )) + =





 k a2  

⇒
+ = − −

+ + =






⇒

+ = −

+ + =







12 2

9 12

12 3

9 122 2
k a k

k k a

k a

k k a
kÃ¹¨ Íµ] →  

k k k k2 0
1 215 21 0 15+ + =  → + = −>∆  

P = 1
4

حالت دوم:
در این صورت داریم:

2 12 2 1
4

12 6 12 2S
S
P

S
S

S S+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =  

β ریشــه های معادلة α» αβ ایــن هــم یعنــی = 1
4

α و β+ = 2 پــس

x هستند. x2 2 1
4

0− + =

k را به نحوی پیدا کنیم که: مسئله از ما می خواهد

3 3
3 3

3 3

3 3
α β
α β

α β

αβ α β

+ + + = − +
+ + =





⇒
+ = − −

+ + +

k k a k

k k a

a k

k

( )

( )( )

( )

( ) kk a2 =






 

⇒
= − −

+ + =






 → + + = −

6 3
3
4

6
27
4

6 32
2

a k

k k a
k k kkÃ¹¨ Íµ]  
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⇒ + + =  → + = −>k k k k2 0
1 29 27

4
0 9∆  

k برابر است با: در نتیجه مجموع کل مقادیر ممکن
k k k k1 2 3 4 15 9 24+ + + = − − = −  

گزینة  »2«. 10
x x x x5 3 28 12 4 0− + + + =  

16 می نویسیم: 4x x− 12x را به صورت ابتدا
x x x x x
X x

5 3 2

2
8 16 4 4

2
− + + − +

−pH ÁoÃ¬n¼T¨IÎ

� ������ ������ � ����� �
( )

����� = ⇒0  

x x x x

x x x

( ) ( )

( ) ( ) ( )

4 2

4 2 2

28 16 2 0
2 2 2 2

− + + − =
− = − +
� ������ ������  

فاکتور می گیریم: ( )x − 2 2 حال از

( ) ( ( ) )x x x x− + + = ⇒ =2 2 1 0 22 2  
از طرفی:

x x x x x( )+ + = ⇒ + + + =2 1 0 4 4 1 02 3 2  
⇒ + + + =

⇒ + − + + + =

x x x

x x x x x

3 2

2

1 4 4 0

1 1 4 1 0
oü¯ » ¡Ia

�

( )( ) ( )

 

⇒ + + + = ⇒
= −
+ + =





( )( )x x x
x

x x
1 3 1 0

1
3 1 0

2
2  

 −3 x دارای دلتای مثبت است و مجموع ریشه های آن x2 3 1 0+ + = معادلة
اســت. هیچ کدام از این ریشه ها 2 یا1− نیست، پس مجموع همة ریشه های 

معادله برابر است با:
2 1 3 2+ − + − = −( ) ( )  
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نیتروتست فصل 3

گزینة  »2«. 1

در ابتدا به سادگی داریم:
|| | | | | | |x k x k k x k− − < ⇒ − < − − < ⇒ − < − < +3 2 2 3 2 2 3 2  

| بزرگ تر است. پس حتماً  |x − 3 ( از k + 2 طرف راست این نامعادله )یعنی
k k+ > ⇒ > −2 0 2 باید مثبت باشد. یعنی: 

از طرفی سمت چپ نامعادله باید عددی نامثبت باشد، زیرا اگر سمت چپ هم 
عددی مثبت باشد، جواب به صورت اجتماع دو بازه است، نه یک بازه:

k k− < ⇒ <2 0 2  
. − < <2 2k در کل باید

گزینة  »1«. 2

x است.

x x

x
x

2

2
2

4 4 2− +
=

−
( ) دقت کنید که

( ) ( )
x
x

x
x−

+ <
−2

6 5
2

2 با جایگذاری در نامعادلة اصلی داریم: 
. حالا داریم: t x

x
=

−2
قرار می دهیم

t t t t t t t2 26 5 5 6 0 3 2 0 2 3+ < ⇒ − + < ⇒ − − < ⇒ < <( )( )  
بنابراین:

2
2

3

2
2

2
3

0
2

2

2
3 0

<
−

< ⇒

<
−

−
<

⇒

<
−

−

−
− <


























x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

» »  

⇒

< − +
−

⇒ < <

− +
−

< ⇒ > <













0 4
2

2 4

2 6
2

0 3 2

x
x

x

x
x

x x

»

∪

 

در آخر با یک اشتراک ساده داریم:

2 3 4   ⇒ ∈x ( , )3 4

2 است. 10a b+ = b و لذا = 4 a و  = 3 پس
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 گزینة  »2«. 3
� باشــد، پس  − [ , ]a b | به صورت |x x x2 6 10 3− − > اگر جواب نامعادلة
] اســت. خوبی این  , ]a b | به صورت |x x x2 6 10 3− − ≤ جواب نامعادلــة
x و لــذا دو طرف را می توانیم به  نامعادله این اســت که فوراً می فهمیم0<

2 برسانیم: توان
| | ( ) ( ) ( )x x x x x x2 2 2 2 2 26 10 3 6 10 3 0− − ≤ ⇒ − − − ≤  
⇒ − − − − − + ≤( )( )x x x x x x2 26 10 3 6 10 3 0  
⇒ − − − − ≤( )( )x x x x2 29 10 3 10 0  
⇒ − + − + ≤ ⇒ − − ≤

>

( )( )( )( ) ( )( )
.

x x x x x x
x

10 1 5 2 0 10 5 0
0
� �

SwH SLX¶ oöIi ï¾M ..SwH SLX¶ oöIi ï¾Mx>0
 

⇒ ≤ ≤ ⇒ = = ⇒ =5 10 5 10 50x a b ab,  

گزینة  »1«. 4

. حالا داریم: x x

x x
t

2

2
12

3 2
− −
− +

= قرار دهید

t
t

t t
t

t+ < ⇒ + − < ⇒ <

<

1 1 1 0 0
2

0∆� ��� ���

 

⇒ − −
− +

< ⇒ − +
− −

<x x

x x

x x
x x

2

2
12

3 2
0 4 3

2 1
0( )( )

( )( )
 

⇒ -3 1 2

ت.نت.ن

4
+ - + +-  

⇒ ∈ −x ( , ) ( , )3 1 2 4∪
 

4 عدد صحیح. 2− است. پس می شود 0، 1− و   ، 3 که شامل اعداد صحیح

گزینة  »2«. 5

دقت کنید که چقدر قشنگ از اتحاد اول باید دوبار استفاده کنیم:
x x x x x x2 26 1 2 10 2 1 6 1 9+ + + + = + + + + +| | ( ) | |  

⇒ + + + + = + + + + = + +( ) | | | | | | (| | )x x x x x1 6 1 9 1 6 1 9 1 32 2 2  
بنابراین داریم:

(| | ) | |x ax x ax+ + = + ⇒ + + = +1 3 8 1 3 82  
⇒ + = +| |x ax1 5  

می خواهیم این معادلة قدرمطلقی دو جواب داشته باشد. بهترین کار، رسم است. 
: a ابتدا فرض می کنیم0<
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= +1y x= + 5
y ax

y

x

y x= −1

−1  
y از  ax= + 5 حــالا دقت کنید که اگر دو تا تلاقــی بخواهیم، اولاً باید خط

) عبور کند. یعنی: , )−1 0 بالای نقطة
− + > ⇒ <a a5 0 5  

y کمتر از  ax= + 5 y را قطع کنیم، باید شــیب x= ضمناً برای این که1+
یک باشد. 

= +1y x

-1

>1a

<1a

=1a

y

0 است.  1< <a لذا تا اینجا
. اگر شــیب منفی باشد، مشابه حالت قبل داریم: a حال فرض می کنیم0>

. − < <1 0a

-1

a < −1 a = −1

y

x
a > −1

| می رساند که به وضوح دو جواب دارد.  |x + =1 5 a هم ما را به =0 از طرفی
. − < <1 1a که در نتیجه:
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گزینة  »1«. 6

 3 » a ) باشــد، پس , )a 3 ، بازة f x b
( )+ <

4
اگــر مجموعه جواب نامعادلة0

f هستند. یعنی: x b
( )+ =

4
جواب های0

f
b

f a
b

( )

( )

3
4

0

4
0

+ =

+ =










 

f هســتند. بــا توجــه به x( ) a جواب هــای 0= b+
4

3 و 
4

+ b بنابرایــن

f و قوانین ویت، خواهیم داشت: x x bx( ) = + +2 32

a
b b b

a
b b

a b

a
ab b b

+ + + = −

+ + =










⇒
+ = −

+ + + =
4

3
4 2

4
3

4
3
2

3

3
4

3
4 16

2

( )( )
33
2






 

b a a
a a a a=− − → − + + − + + + =3 2

3 3
4

3 3
4

3
16

3
2

( ) ( ) ( )  

⇒ − − − − + + =12 3 3 9
4

3
16

3
2

2 2a a a a a( )  

⇒ − + − + + =4 6 9 3
16

3
2

2 2( ) ( )a a a  

⇒ − + − + + + = ⇒ − + − =4 24 36 6 9
8

3 3 30 27 24
2 2

2a a a a
a a  

⇒ − + − = ⇒ − + =a a a a2 210 17 0 10 17 0  

⇒ = ± = ±a
10 4 2

2
5 2 2  

. در این حالت: b a= − − = − +3 8 2 2 a باشد، آن گاه = −5 2 2 اگر

ab = − − +( )( )5 2 2 8 2 2  
= − + + − = − +40 10 2 16 2 8 48 26 2  

a باشد به مشکل می خوریم و نباید ادامه دهیم. اگر گفتید  = +5 2 2 اما اگر
a است.  < 3 ) را داریم و همین یعنی , )a 3 چرا؟ ... چون در صورت سؤال بازة

3 بیشتر است. پس این حالت منتفی است.  5 از 2 2+ ولی
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گزینة  »2«. 7
قصدمان این است که تعیین علامت کنیم ببینیم به چه مشکلی می خوریم:
f x g x( ) ( ) ≤0  
⇒ − − − − − −( )( )( ) ( )( )( )x x x x x x1 2 1 3 1 10 1 3 2 4 3�  
� ( ) ?12 11 0x − ≤ ⇒  
مشکل این است که باید ریشه ها را به ترتیب، از کوچک به بزرگ، بنویسیم:

1: ریشه ها 1
2

1
3

1
10

2
3

3
4

11
12

, , , , , , , ,� �  

1 است. از طرفی دقت کنید که:
10

بزرگ ترین این اعداد حتما1ً است و کوچک ترین
1
2

1
3

1
10

> > >�  

 2
3

3
4

11
12

< < <� پــس   2
3

1 1
3

3
4

1 1
4

11
2

1 1
12

= − = − = −, , ,�  و: 

1 است، لذا کلًا ترتیب ریشه ها معلوم شد:
2

2
3

< و چون
1
10

1
9

1
8

1
2

2
3

3
4

11
12

1< < < < < < < < <� �  

و لذا جدول چنین است: 
1
10

+ +- +- +-

1
9

1

. . . . . .
8

1
12

2
3

3
4

11
12x

f (x)g(x)

حالا باید ببینیم بزرگ ترین بازة منفی کدام است. اولین موضوعی که باید حل 
شود، طول بازه ها است:

1
9

1
10

1
90

2
3

1
2

1
6

1
8

1
9

1
27

3
4

2
3

1
12

1
3

1
2

1
6

1 11
12

1
12

− = − =

− = − =

− = − =

»

� �
 

1 اســت. این دو بازه ای که طول شان
6

بنابراین بزرگ ترین طول ممکن بازه ها

) هستند.  , )
1
3

1
2

) و  , )
1
2

2
3

1 است هم
6
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) مثبت است.  , )
1
3

1
2

) منفی اما در بازة , )
1
2

2
3

f در بازة x g x( ) ( اما دقت کنید(

] است که طول آن  , ]1
2

2
3

در هر حال مجموعه جوابی که دنبالش هســتیم بازة

1 است.
6

هم

گزینة88»3«.8 
f را رسم کنیم، تا به جای درگیر شدن  اجازه دهید قبل از هر چیز نمودار تابع

با فرمول ها، ابتدا همه چیز را »ببینیم«. 
y

x
=

−
2

1

1

1

y

x

f هم  x( ) x باشد، مقادیر x اکیداً صعودی اســت و اگر1≤ f برای1≤ تابع
بزرگ تر یا مساوی1 هســتند. اینجا کمی به فصل تابع نیاز داریم. اگر تابعی 
دامنه و برد یکسانی داشته باشد و اکیداً صعودی )یا نزولی( باشد، آن گاه تابع 
x باشد، آن گاه  معکوس آن نیز اکیداً صعودی )یا نزولی( اســت. پس اگر1≤
a باشند،  b, f هر دو اکیداً صعودی اند. بنابراین اگر1≤ x−1( ) f و هم x( ) هم

a می رسیم.  f f b< ( ( )) f به a f b− <1( ) ( ) آن گاه از
 ( , )0 1 f در بازة x( ) ] بیشتر از مقادیر , )1 + ∞ f در بازة x( ) در ضمن مقادیر

8است.  f a f b( ) ( )> 8باشد،8حتماً a b≥ > >1 0 هستند. یعنی8اگر
f را  x x( ) = −1 ) ضابطة , )0 1 f از لحاظ ضابطه هم جالب است. در بازة x( )
 f x x− = −1 1( ) ، داریم x∈ ( , )0 1 داریم. به سادگی معلوم می شود که برای
f را می تــوان به این صورت  a f b( ) ( )> . پس نتیجة f x f x( ) ( )= −1 یعنــی

بازنویسی کرد:
. f a f b( ) ( )> −1 8باشد،8آن8گاه a b≥ > >1 0 *8اگر

البته برای حل این ســؤال کار ســاده تری در پیش داریم و توضیح های بالا، 
بیشتر جنبة وسواس آموزشی دارد. برویم سؤال را جواب دهیم. 

f را حل کنیــم. ابتدا دقت می کنیم که x f x− + < +1 2 1 7( ) ( ) می خواهیم
f با پاره خط سمت راســت نمودار کار دارد.  x( )2 1+ x2 اســت. لذا 1 1+ ≥
f هم بخشــی از  x( )+ 7 f از آن بزرگ تر اســت، پس حتماً x( )+ 7 چــون
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x می رسیم.  ≥ −6 x است که به + ≥7 نمودار سمت راست است. این یعنی1
بنابراین کلًا با پاره خط سمت راست نمودار تابع کار داریم. پس مسئله به فرم

a می رساند.  f f b< ( ( )) a است که ما را به b, f با شرط1≤ a f b− <1( ) ( )
خلاصه داریم:

x

x f f x

x

x f x

+ ≥

+ < +






⇒

≥ −

+ < + −







7 1

1 7

6

1 2 7 12 2( ( )) ( ( ) )
 

x x f x≥− → + < +6 2 1 2 13( )  
2. پس  13 1x + ≥ x این نتیجه را می دهد که ≥ −6 حالا باید دقت کنیم که

مجدداً داریم:
x x x2 1 2 2 13 1 4 25+ < + − = +( )  

⇒ − − < ⇒x x2 4 24 0
+ - +
−2 28 2 28+

 

⇒ ∈ − + ≥ − ⇒ ∈ − +x x x( , ) , ( , )2 28 2 28 6 2 28 2 28  

باز هم تکرار می کنیم که از این آزمون به خودتان اســترس و ناامیدی تلقین 
نکنید. این آزمون خیلی خیلی دشــوارتر از کنکور اســت و هدف از طرح آن 
ارزیابی نیســت؛ بلکه تمرین ســخت اســت. این تمرین های سخت، از شما 

دانش آموزی زبده و ورزیده می سازد.
گزینة  »2«. 9

x باشد،  . اگر1≤ f x x x

x x
( )

;

;
=

+ ≥
− − < <





3 2 1
3 2 1

f دقت کنید: x( ) به ضابطة

2 است.  3 5< − <x − باشد، آن گاه < <2 1x 3 است و اگر 2 5x + ≥ آن گاه
به عبارتی:

f x( ) ≥ ⇔5 x باشد اگر1≤
2 5< < ⇔f x( ) − باشد < <2 1x اگر

بنابراین:

g f x
f x f x

f x f x
( ( ))

( ) ; ( )

( ) ; ( )
=

− ≥
− < <





4 5
3 2 5

 

=
+ − ≥

− − − < <




=
− ≥

− < <




( ) ;

( ) ;

;

;

3 2 4 1
3 3 2 1

3 2 1
2 1

x x

x x

x x

x x
 

f داریم. در اینجا باید به ضابطة g x( ( )) همین داستان را برای محاسبة ضابطة
g خوب دقت کنیم: x( )
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g x
x x

x x
( )

;

;
=

− ≥
− < <





4 5
3 2 5

 

2 باشــد، آن وقت 5< <x x اســت و اگر − ≥4 x باشــد، آن گاه1 ≥ 5 اگر
− است. یعنی: < − <2 3 1x

g x( ) ≥ ⇔1 x باشد ≥ 5 اگر
− < < ⇔ < <2 1 2 5g x x( ) اگر

بنابراین در واقع داریم:

f g x
g x g x

g x g x
( ( ))

( ) ; ( )

( ) ; ( )
=

+ ≥
− − < <





3 2 1
3 2 1

 

=
− + ≥

− − < <




=
− ≥

< <




3 4 2 5
3 3 2 5

3 10 5
2 5

( ) ;

( ) ;

;

;

x x

x x

x x

x x
 

حالا دو تا تابع را مشــخص کردیم. بهترین راه حل برای توابع چندضابطه ای 
رسم است: 

1 2
-2

5

y

x

f (g(x))g(f (x))

به علت برابر بودن شیب ها، پاره خط ها دو به دو موازی اند و همدیگر را قطع نمی کنند. 
g بالاتر باشد  f x( ( )) f جایی است که نمودار g x g f x( ( )) ( ( ))< جواب نامعادلة

) جواب مسئله است.  , )2 + ∞ که از نمودار معلوم است بازة
گزینة  »1«. 10

 | |2 1x a ax+ > − فریب ظاهر ســادة ســؤال را نخورید. قرار است نامعادلة
� برسیم.  همواره برقرار باشــد. یعنی اگر آن را حل کنیم به مجموعه جواب
بارها گفته ایم که در مسائل مربوط به قدرمطلق و توابع چندضابطه ایی، یکی 
از بهترین روش ها رســم اســت. ولی برای رسم نمودارهای این سؤال باید دو 

حالت در نظر بگیریم:
a باشد: >0 حالت اول:
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y x a= − −2 y x a= +2

y ax= −1

y

x
a−
2

 y x a= +| |2 y صعودی است و تنها خطری که نمودار ax= در این حالت1−
y بتواند آن را قطع کند، شــاخة سمت راست  ax= را تهدید می کند تا1−
2 بیشتر نباشد، این دو خط  y از ax= این نمودار اســت. ولی اگر شیب1−

نمی توانند همدیگر را قطع کنند. بنابراین:

a aa≤  → < ≤>2 0 20  
a باشد: حالت دوم:0>

y x a= − −2 y x a= +2

y ax= −1-1

y

xa−
2

a باشد. یعنی در این حالت  ≥ این دفعه تهدید از ســمت چپ است و باید2−
| می رسد  |2 1x > − ، صفر به نامعادلة a . بدیهی است که به ازای0= − ≤ <2 0a

∋a است. −[ , ]2 2 � است. لذا در کل جواب مسئله که مجموعه جواب آن
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نیتروتست فصل 4

گزینة11»4«.1 
 y ax x= + >2 1; a باشــد. در این صــورت نمودار ابتدا فــرض کنید0>
A اســت. درحالی که a( , )1 2+ یــک نیم خــط نزولــی بــا نقطــة آغازیــن

B اســت. با  a( , )2 2+ y یک نیم خط نزولی با نقطة آغازین x a x= + >3 2;
توجه به نمودار مقابل، معلوم می شــود که در این حالــت تلاقی ای وجود ندارد.

x

y

A

B

 
y نموداری صعودی  ax x= + >2 1; a باشد. در این صورت حالا فرض کنیم0<
y نیز صعودی با  x a x= + >3 2; A اســت. نمودار a( , )1 2+ با نقطة آغازین

B است. دو نمودار به یکی از حالت های زیر هستند. a( , )2 6+ نقطة آغازین

1( x

y

A

B

 2( x

y

A

B

3( x

y

A

B

 4( x

y

A

B

y کمتر مســاوی شــیب ax= +2 حالــت )1( زمانی رخ می دهد که شــیب
B بگذرد.  y از پایین ax= +2 ( و در ضمن a ≤ 3 y باشــد )یعنی x a= +3
2 2 6 4a a a+ < + ⇒ < یعنی: 

aاز اشتراک این دو داریم:
a

a

≤
 → ≤

<







3
3

4
»

∩  
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0 هم تلاقی نداریم. 3< ≤a یعنی برای
 y x a= +3 y کمتر از شیب ax= +2 حالت )2( برای زمانی اســت که شیب

B عبور کند:  y از بالای ax= +2 است ولی نمودار
a

a a

a

a

<

+ > +






⇒

<

>






 → ∅

3

2 2 6

3

4
» »

∩  

این نشان می دهد که حالت )2( ، عملًا هرگز اتفاق نمی افتد.
 y x a= +3 y بیشتر از شیب ax= +2 حالت )3( برای زمانی اســت که شیب

B بگذرد: y از بالای ax= +2 باشد و نمودار
a

a a

a

a

a

>

+ > +






⇒

>

>






 → >

3

2 2 6

3

4
4» »

∩  

a هم تلاقی نداریم. > 4 چون در حالت )3( تلاقی نداریم، پس برای
 y x a= +3 y بیشتر از شیب ax= +2 حالت )4( برای زمانی اســت که شیب

B بگذرد: y از پایین یا روی نقطة ax= +2 باشد و نمودار
a

a a

a

a

a

>

+ ≤ +






⇒

>

≤








 → < ≤
3

2 2 6

3

4
3 4» »

∩  

∋a باشــد، نقطة تلاقی نداریــم. حالا برای اینکه  −� ( ]3 4» در نتیجه، اگر
جگرتان حال بیاد، ویدیوی این سؤال را از سایت مهروماه ببینید.

گزینة  »3«. 2
y از ربع چهارم عبور نمی کند، پس شــیب این خط مثبت یا  ax= چون1+

a صفر است:0≤
a شد.  . با خیال راحت0< a ≠0 f وجود دارد، پس x−1(  چون(

 − 1
a

y برابر f x= −1( ) . لذا عرض ازمبداء f x
x
a

− = −1 1
( ) حالا دقت کنید که

، باید منفی باشد. نمودارها را رسم می کنیم:  a است که با توجه به مثبت بودن
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x

y

A

C
D

B

E

O

y ax= +1

xy
a
−= 1

چون دو نمودار قرار اســت در ربع اول تقاطع داشــته باشند، لذا باید شیب
y بیشتر باشد. یعنی: ax= y از شیب1+ x

a
= −1

1 1 0 10 2 0
a

a a aa a>  → >  → < <> >  

حالا برویم سراغ نقاط تلاقی: 
A
x
a

ax x a x a x a a: ( )
− = + ⇒ − = + ⇒ − = − −1 1 1 1 12 2  

⇒ − + = − +  → = −
−

>x a a a x
a

a( )( ) ( )1 1 1 1
1

0  

y ax
a

a
a a
a a

A
a a

= + = −
−

+ = − + −
−

= −
−

⇒ = −
−

−
−

1
1

1 1
1

1
1

1
1

1
1

( , )  

B x y a B: , ( ) ( , )= = + = ⇒ =0 0 1 1 0 1  

C y ax x
a

C
a

: , ( , )= + = ⇒ = − ⇒ = −0 1 0 1 1 0  

D y
x
a

x D: ( , )= ⇒ = − ⇒ = ⇒ =0 0 1 1 1 0  

E x y
a

E
a

: ( , )= ⇒ = − ⇒ = −0 1 0 1  
حالا داریم:

S S S
a a aACD BOC

Â«ºn
= − = −

−
+ − =� �

1
2

1
1
1 1 1

2
1 1 2( )( ) ( )( )  

⇒ −
−

+ − = ⇒ − − − +
−

=( )( )
( )

1
1

1 1 4 1 1
1

4
a

a
a a

a a
a a

 

⇒ −
−

= ⇒ =2
1

4 1
2

a
a a

a
( )

  

گزینة  »1«. 3
f لذا  a b c( )10 100 10 121= + + < a هستند و b c, , دقت کنید چون�∋

 . f ( )10 211≥ a باشد، آن گاه ≥ a باشد. زیرا اگر2 باید1=
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. از طرفی سؤال گفته: f x x bx c( ) = + +2 تا اینجا فهمیدیم:
f a b c b c( )2 8 4 8 4 12 4 2 12 2 8= + = + = ⇒ + + = ⇒ + =  

c یا  b باشد، آن گاه ≥ b اســت، زیرا اگر4 < همین جا معلوم می  شود که4
c جور در نمی آید( صفر است یا منفی. )که با طبیعی بودن

f استفاده کنیم: ( )10 121< دوباره از
f b c b c( )10 100 10 121 10 21= + + < ⇒ + <  
b اســت. پس معلوم می شــود که < 10 نتیجه می گیریم که2 21b c+ < از 

c باشد و در نتیجه: = 6 2 است، پس باید 8b c+ = b است و چون =1

f x x x f( ) ( )= + + ⇒ = + + =2 6 11 121 11 6 138  
گزینة  »3«. 4

مختصات رأس سهمی را به دست می آوریم:

S
b
a a

b b= − − = − −
( , ) ( , )
2 4 2

4
4

2∆  

y قرار بگیرد،  x= + 4 y و  x= − S بین دو خط موازی2 برای این که نقطة
. این هم یعنی: x y xS S S− < < +2 4 باید

− − < − < − + ⇒ − − < − < −b b b b b b
2

2 4
4 2

4 4
2

4
4

8
2

2 2
 

⇒ − + < − < −2 4 4 2 82( ) ( )b b b  

⇒
− + < −

− < −









⇒
− − < −

− < −









2 4 4

4 2 8

2 8 4

4 16 2

2

2

2

2

( )

( )

b b

b b

b b

b b

» »  

⇒
− − < ⇒

− + >  →








 <

b b

b b

2

2 0

2 12 0

2 12 0

»

∆ �

 

( , )1 13 1 13− + اشتراک این دو جواب می شود:

گزینة  »4«. 5
. حــالا خیلی راحــت می توانیم f x x( ) ( )= + −7 72 دقت بفرماییــد که

f را حساب کنیم: f f x( ( ( )))

f f f x f f x f x( ( ( ))) ( (( ) )) ((( ) ) )= + − = + − + −7 7 7 7 7 72 2 2  

++ −

−1 13 +1 13
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⇒ + − = + − + − = + −f x x x(( ) ) (( ) ) ( )7 7 7 7 7 7 7 74 4 2 8  

و حالا داریم:
f f f x x( ( ( ))) ( )= ⇒ + − =9 7 7 98  
⇒ + = ⇒ + = ± ⇒ = − ±( )x x x7 16 7 2 7 28  

IÀï¾zÄn Joò → − − − + = − =( )( )7 2 7 2 49 2 47  
گزینة  »3«. 6

به نمودار دقت کنید: 

B

O x

y

A′

2

A( , )1 6
L:y ax= +2

A′ قرینة نقطة AB و چون OA|| ′ ′OBAA ذورنقه اســت پس چهارضلعی
L با  L اســت، می توان نتیجه گرفت که محل برخورد A نســبت به خط

B قــرار دارد و از اینجا: O و ) وســط دو نقطة , )0 2 ها یعنی نقطة y محور
B = ( , )0 4  

aAB = −
−

=6 4
1 0

2  
′OA موازی اند، پس: AB و چون خط های

a aAB OA= =′ 2  

A′ قرینة . حالا چون ′ =A b b( , )2 y قرار دارد. پس x= 2 A′ روی خط لذا
′AA بر این خط عمود است و در نتیجه: y است، لذا ax= + A نسبت به2

aAA′ = − 1
2

 

⇒ = −
−

= − ⇒ − = − ⇒ = ⇒ =∆
∆
y
x

b
b

b b b b
2 6

1
1
2

4 12 1 5 13 13
5

 

. حالا چهار رأس را داریم و محاسبة مساحت کاری ندارد: ′ =A ( , )
13
5

26
5

لذا
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S S SOBAA
OBA OAA

′
′

= + = +� �
1
2

0 0
0 4
1 6
0 0

1
2

0 0
1 6
13
5

26
5

0 0

 

= + + − + + + + + − + × +1
2

0 0 0 0 4 0 1
2

0 26
5

0 0 6 13
5

0| ( ) ( ) | |( ) ( )|  

= + = =2 26
5

36
5

7 2/  

گزینة  »3«. 7

یک مثلث فرضی بکشیم: 

ANC برابر باشد، پس باید:
�

ABN و
�

اگر محیط
AB BN AN AN NC CA

AB BN AC NC

+ + = + +
⇒ + = +

 

اما دقت کنید که در این مسئله:

| | | |AB AC= + = = + =5 12 13 16 12 202 2 2 2
»  

 | |BC = + =21 0 212 2  
بنابراین  را می توان چنین نوشت:

13 20 7 2121+ = +  → = + −= −BN NC BN BNNC BN ( )  
⇒ =BN 14  
N پاره خطBC را به نسبت NC اســت. یعنی نقطة = 7 BN و  پس14=

2 به1 قطع کرده است. پس:

N
C B= + = × − × − − = −2
3

2 18 3
3

2 7 7
3

11 7( ,
( )

) ( , )  

لذا شیبAN می  شود:
a

y
xAN = = − −

−
= − = −∆

∆
7 5
11 2

12
9

4
3

 

گزینة  »3«. 8

y در شکل  ax= − 6 S و خط = − −( , )2 3 y با رأس x x= + +2 4 سهمی1

A

B
N

C
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زیر رســم شده اســت. دقت کنید که خط را در چهار حالت رسم کرده ایم و 
a بر اساس این چهار حالت است. هدف، پیدا کردن حدود

x

y

( )1
( )2 ( )3

( )4

−6

S

 x x ax2 4 1 6+ + = − : در حالت اول خط بر سهمی مماس است، پس معادلة 1
ریشة مضاعف دارد:

x x ax x a x2 24 1 6 4 7 0+ + − + = + − + =( )  
دلتای این معادله باید برابر صفر باشد:

∆ = − − =  → = −<( ) ( )4 4 7 0 4 2 72 0a aa  

)S می گذرد. از آنجــا که خط حتماً از , )− −2 3 : در حالــت دوم، خط از 2

a است. y
x

= = −∆
∆

3
2

a برابر با  هم می گذرد، لذا در این حالت مقدار ( , )0 6−

: حالت سوم جزء حالت قابل قبول نیست؛ زیرا نقاط برخورد دو نمودار، در  3
طرفین رأس سهمی هستند.

پــس تا اینجا برای این که خط، ســهمی را در یک طرف رأس قطع کند، لازم 

∋a باشد. − −( , )
3
2
4 2 7 است

: در حالت چهارم نیز خط سهمی را در 2 نقطه قطع می کند و البته در این  4
a هم مثبت است. حالت

x x ax x a x2 24 1 6 4 7 0+ + = − ⇒ + − + =( )  
دلتای معادلة بالا باید مثبت باشد:

∆ = − − > ⇒ − >  → > +>( ) ( )a a aa4 28 0 4 28 4 2 72 2 0  

( , ) ( , )− − + +∞3
2
4 28 4 28∪ ، مجموعة a در نتیجه حدود قابل قبول برای

است.
خیلی طولانی و ســخت بود، مگه نه؟ پیشنهاد می کنیم همین حالا ویدیوی 

مربوط به این سؤال رو از سایت مهروماه ببینی.
گزینة  »2«. 9
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با نام گذاری های زیر، شروع می کنیم: 

x

y

A

B

C q
D

E

F

O 1

p

BDC به 
�

EOD و 
�

 ، AFE
�

از آنجا که چهار ضلعی مربع است، پس مثلث های
حالت وتر و زاویة حاده هم نهشت هستند. لذا:

EF OD AF OE p OE DC p BC OD= = = = = = = =1 1, , ,  
بنابراین:

A p p B p= + = +( , ) , ( , )1 1 1  
y قرار دارند، پس باید در آن صدق کنند. x q= −( )2 B روی A و از آنجا که

p p q

p q

p p q pq

p q p q pq

+ = −

= + −
⇒

+ = + −

= + + + − −







1

1 1

1 2

1 1 2 2 2

2

2

2 2

2 2
( )

( )






 

kÃ¹¨ I¿¹¶ → = − − ⇒ = + ⇒ = +
p q p q p q

p2 2 1 2 3 1 3 1
2

 

1 اســتفاده می کنیم ولی این بار به جای 1 2= + −( )p q حالا مجدداً از رابطة

3 قرار دهیم: 1
2

p + q می توانیم

1 1 3 1
2

1
2

1
2

1 12 2= + − + = − ⇒ − = −( ) ( )p
p p p

IÄ  

⇒ = − =  → =>p p pp1 3 30
IÄ

SwH  ®§{ pH  

q و در آخر داریم: p= + = =3 1
2

10
2

5 بنابراین

pq = × =3 5 15  

گزینة  »3«. 10

 ( , )9 16 d از d باشــد. در این صورت چــون y ax b: = + فــرض کنیــد
)B و , )6 8 16. از طرفی مجمــوع فواصل نقاط 9= +a bمی گذرد، پــس

d برابر است با: )C از خط , )2 4
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| | | |8 6

1

4 2

1
20

2 2
− −

+
+ − −

+
=a b

a

a b

a
 

آماده ایم دستگاه تشکیل دهیم:

| | | |6 8 2 4 20 1
16 9 16 9

2a b a b a

a b b a

+ − + + − = +
= + ⇒ = −






 

b در معادلة اول داریم: a= −16 9 با قرار دادن

| | | |6 16 9 8 2 16 9 4 20 12a a a a a+ − − + + − − = +  

⇒ − + − = +| | | |3 8 7 12 20 12a a a  
: 2 دو طرف به توان

( ) ( ) | ( )( ) | ( )3 8 7 12 2 3 8 7 12 400 12 2 2a a a a a− + − + − − = +  
⇒ − − = + +2 3 8 7 12 342 216 1922| ( )( ) |a a a a  
⇒ − − = + +| ( )( ) |3 8 7 12 171 108 962a a a a  
⇒ − + = + +| |21 92 96 171 108 962 2a a a a  

حالا یک معادلة قدرمطلقی داریم که دو حالت چک کردنی دارد:
21: حالت اول 92 96 171 108 962 2a a a a− + = + +  

⇒ + = ⇒ = = −150 200 0 0 4
3

2a a a aIÄ  

که هر دو جواب قابل قبول هستند.
حالت دوم هم:

21: حالت دوم 92 96 171 108 962 2a a a a− + = − − −  
⇒ + + = ⇒ <192 16 192 0 02a a ∆  

b برابر است با: در نتیجه مجموع مقادیر

b a b b b= − ⇒ = ⇒ + =16 9 16 28 441 2IÄ  
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نیتروتست فصل 5

گزینة  »2«. 1
sin فاکتور می گیریم  x سعی کنیم معادله را حل کنیم. برای این کار ابتدا از

و سپس از اتحاد جملة مشترک استفاده می کنیم:
sin (sin ( )sin ) sin (sin )(sin )x x a x a x x a x2 1 0 1 0− + + = ⇒ − − =  
⇒ = = =sin sin sinx x a x0 1IÄ IÄ  

k هستند.  kπ( )∈ sin روی دایرة مثلثاتی، نقاط x می دانیم جواب های0=
، با توجه به مثبت  sin x a= 2 اســت. اما برای

2
kπ π+ sin هم x جواب1=

، دو حالت وجود دارد: a بودن

sin اصلًا جواب نداشته باشد. در  x a= a باشد و معادلة حالت اول این که1<
3 نقطة قبلــی را روی دایرة مثلثاتی داریم که مثلثی  این صورت فقط همان
1 ایجاد می کنند. این با فرض مسئله در تناقض است. 

2
2 1 1× × = به مساحت

a نیز همین طور است و قابل قبول نیست. برای1=
0 رخ می دهد و 1< <a پس حالت دوم یعنی

sin دو جواب دارد و شــکل مورد نظر  x a=
یک پنج ضلعی است. پس جواب ها روی دایره 

چنین هستند:
ABCDE از یــک ذوزنقه و یک  پنج ضلعی

4مثلث تشکیل شده است. پس:
3

1
2

2 1
2
1= + + − ×( ) ( )BD a a BD  

⇒ = + + − ⇒ = +4
3

1
2

2 8
3

2( ) ( )aBD a BD aBD a BD  

OA و طبق قضیة فیثاغورس داریم: حالا دقت کنید که1=

BH OB OH a BD a= − = − ⇒ = −2 2 2 21 2 1  
8
3

2 2 1 2= + −a a بنابراین: 

⇒ = + − ⇒ − = − ⇒ − + = −4
3

1 4
3

1 16
9

8
3

12 2 2 2 2a a a a a a a( )  

⇒ − + = ⇒ =
±

=
±

= ±2 8
3

7
9

0

8
3

8
9

4

4
3

2
3

2
4 2

6
2a a a  

0 صدق می کنند. 1< <a که هر دو مقدار هم در شرط

a
D B

AE

C

O

H
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گزینة  »2«. 2
. پس: AC T= AC فاصلة دو درة متوالی است. یعنی اول دقت می کنیم که

AC

a

a=

−

= −2

5

2 5π
π

| |  

AC در مثلثABC فاصلة بین کمترین و بیشترین  از طرفی ارتفاع وارد بر
2 است. لذا: | |a a است که این مقدار هم البته x

a
sin( )

π
− 5

مقدار تابع

S a a a a= × − × = ⇒ − =1
2

2 5 2 12 5 6| | | | | ( ) |  

⇒ − = − = −a a a a( ) ( )5 6 5 6IÄ  
 ⇒ − − =a a2 5 6 0 a یا a2 5 6 0− + =  
⇒ − + = − − = ⇒ = −( )( ) ( )( )a a a a a6 1 0 3 2 0 6 1 3 2IÄ IÄ IÄ IÄ  

هنوز تمام نشده است. قرار بود همیشه حواس مان به اطراف مبدأ باشد. اطراف 
مبدا نمودار سینوسی ما نزولی است و این یعنی باید:

a
a
( )

π
−

<
5

0  
a داریم: با بررسی چهار مقدار به دست آمده برای

a = ⇒
−

>6 6
6 5

0( )
π

  

a = − ⇒ −
− −

>1 1
1 5

0( )( )
π

  

a = ⇒
−

<3 3
3 5

0( )
π

  

a = ⇒
−

<2 2
2 5

0( )
π

  

a قابل قبول هستند. = 2 3 یا لذا فقط دو مقدار
گزینة  »4«. 3

( tan )( tan )

cot cot

tan tan tan tan

ta

1 1 2
5

1 2
1

+ + =
+ =





⇒
+ + + =

α β
α β

α β α β

nn tanα β
+ =






1 5

 

⇒
+ + =

+ =







tan tan tan tan

tan tan

α β α β

α β

1
1 1 5  

tan تقسیم می کنیم و داریم: tanα β معادلة اول را بر
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1 1 1 1
tan tan tan tanβ α α β

+ + =  

⇒ = ⇒ =6 1 1
6tan tan

tan tan
α β

α β  

حالا از معادلة دوم، مخرج مشترک می گیریم:
tan tan
tan tan

tan tan
tan tan

β α
α β

β α α β+ = ⇒ + = ⇒ + =5 1
6

5 5
6

 

گزینة  »3«. 4
ابتدا دقت کنید که:

x k x k x x k x k2 2 2 2 0 2− + + = − − = ⇒ =( ) ( )( ) IÄ  
 . sin2θ = k tanθ و  = 2 − اســت، پــس قاعدتاً ≤ ≤1 2 1sin θ از آنجا که
sin2θ و  مثلث کمکی را می کشیم و البته این خوش شانسی را هم داریم که
cosθ اســت و  sinθ و tanθ هم علامت هســتند )زیرا یکی دو برابر ضرب

دیگری تقسیم آن ها(.

 
⇒ = =sin , cosθ θ2

5
1
5

بنابراین:
k = =2 4

5
sin cosθ θ  

ابتدا به دو فرمول جالب زیر توجه کنید:

sin
tan

tan
, cos

tan

tan
2 2

1
2 1

12

2

2θ θ
θ

θ θ
θ

=
+

= −
+

 
sinاکنون در این سؤال داریم:

tan

2
2

2 2
1 2

4
52

θ
θ

=
=





⇒ = ×
×

=
k

k  

البته ما مبنا را بر این گذاشــتیم که شما زیاد فرمول حفظ نکنید و به همین 
خاطر روش اول را ترجیح می دهیم، با این که روش دوم زیباتر و زیرکانه تر است.

گزینة  »3«. 5
f را  x( ) ابتدا به کمک مخرج مشــترک گرفتن و اتحادهای مثلثاتی، ضابطة

ساده می کنیم:

f x
x x x x
x x x x

x
( )

(cos sin ) (cos sin )
(cos sin )(cos sin )

(cos= + + −
− +

+ +2 ssin )
(sin cos )

x
x x1 2 2− +

 

=
−

+ +
− − +

2 2
1 22 2 2 2

cos

cos sin

(cos sin )

sin cos cos sin

x

x x

x x

x x x x
 

θ

5
2

1
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=
−

+ +
−

2 2
2 22 2 2

cos

cos sin

(cos sin )

sin sin cos

x

x x

x x

x x x
 

=
−

+ +
−

2
2 2
cos

cos sin

cos sin
sin (sin cos )

x

x x

x x
x x x

 

= − +
−

2 2

2 2
sin cos (cos sin )

sin (cos sin )

x x x x

x x x
 

= − − −
−

= −2 2 12 2

2 2
sin cos cos sin sin cos

sin (cos sin ) sin co
x x x x x x

x x x x ss2x
 

cosx ضرب می کنیم: حالا صورت و مخرج را در

f x
x

x x x
x

x x
x
x

( )
cos

sin cos cos
cos

sin cos
cos

sin
= − = − = −

2
2
2 2

4
4

 

و در آخر داریم:

f ( )
cos

sin

π
π

π10

4
10

4
10

=
−

 

cos و لذا: sin
π π
10

4
10

= π پس π π
10

4
10 2

+ = دقت کنید که چون
f ( )

π
10

4= −  
گزینة  »3«. 6

sin اســت و لذا x | نتیجــه می گیریــم که0≤ sin | sin2x x= از این کــه
: sin | sin |x x=

| sin | | sin | | sin cos | | sin |2 2x x x x x= ⇒ =  
⇒ = =| cos | | sin |x x

1
2

0IÄ  

] دو جواب دارنــد. از آنجا که این معادلات  , ]0 2π هــر کدام از این معادله ها در
جواب مشترک ندارند، نتیجه می گیریم که معادلة اصلی سوال، چهار جواب دارد.

گزینة  »2«. 7
اول ساده سازی:

tan sin
tan tan

sin

cos
sin

sin
cos

sin
cos

2 2
2

2
2

2 2 2
2

2
x x
x x

x

x
x

x
x

x
−
−

=
−

−
xx

x sin x x

x
x x x x

x x

=

−

−

sin cos

cos
sin cos sin cos

cos cos

2 2 2

2

2 2 2
2

 

⇒

−

−
=

sin ( cos )
cos

sin cos sin cos
cos

sin cos

s

2 2

2

4
1

2 2 2
2

2
2

x x
x

x x x x
x

x x

iin cos (cos cos )x x x x2 2−
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⇒
− +

= =sin cos

cos (cos cos sin )

sin cos

cos sin

s3

2 2 2

3

2
2

2
2

2
x x

x x x x

x x

x x

iin cos
cos
x x

x
2

2
 

cosx ضرب می کنیم: حالا صورت و مخرج را در
sin cos cos

cos

sin cos

cos

sin

cos

x x x

x

x x

x

x

x

2
2

2 2
4

4
82 2 2= =  

x = π
24

نوبت عددگذاری است:
sin

cos
(

cos
)

( cos )
( (

cos
)

π

π π π π
6

8
24

1
2

8
1

12
2

1

8 1
12

1

8 1
1

6
2

2
=

+
=

+
=

+
+

 

⇒

+
+

=

+ +
=

+ +

1

8 1
1 3

2
2

1

8 8 2 3
4

1
8 4 2 3

( ( )

 

حالا باید گویا کنیم:
8 4 2 3
64 16 2 3

4 2 2 3
16 4 2 3

− +
− +

=
− +

− −( )

( )

( )
 

= − +
−

= − +
−

2 2 3
4 2 3

2 2 3
8 4 3( )

 

گزینة  »1«. 8

�B باشد: 

2
= θ فرض کنید

D

B H

A

Cθ
θ

1

DH و  AD= BDH هم نهشــت هســتند. لذا به وضوح دو مثلثBAD و 
. لذا باید: AB AD BC+ = . طبق فرض مسئله BH AB=

DH BH BC DH BC BH HC+ = ⇒ = − =  
. B� = °45 D و بنابراین C� �1 45= = ° DH. این یعنی HC= پس

از طرفی:
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AC BC B BC= = ° = =sin sin� 45 6 2
2

3 2  
همین سؤال را اگر می خواستیم با کمک مثلثات و اتحادهای مثلثاتی حل 
کنیم، بسیار سخت و طولانی می شد. به همین خاطر این سؤال را عمداً در این 

فصل آوردیم تا به اهمیت و کاربرد هندسه در مسائل پی ببرید.
گزینة  »3«. 9

 cos
tan

2
2

1
1

x
x

=
+

1. بنابراین 12
2+ =tan

cos
x

x
در ابتدا دقت می کنیم که

. بنابراین: sin cos
tan

tan
2 2

2

21
1

x x
x

x
= − =

+
و البته

cos cos sin
tan

tan
2 1

1
2 2

2

2x x x
x

x
= − = −

+
 

cos2x مقدار بالا را قرار می دهیم: tan به جای
cos

x
x2

حالا در عبارت
tan
cos

tan

tan

tan

tan ( tan )

( tan )

x
x

x

x

x

x x

x2 1
1

1
12

2

2

2=
−
+

= +
−

 

1 را در  2− tan x چون قصد ســاده کردن داریم، با جمع و منها، عبارتی مانند
صورت ایجاد می کنیم:

tan ( tan )

tan

tan ( tan )

tan

x x

x

x x

x

1
1

1 2
1

2

2

2

2
+

−
= − − −

−
 

= − −
−

=
−

−2 1
1

2
1

2

2 2
tan tan ( )

tan

tan

tan
tan

x x tan x

x

x

x
x  

2 را هم ساده می کنیم:
1 2
tan

tan

x

x−
حالا عبارت

2

1

2 2
2

22

2

2 2

sin
cos
sin

cos

sin cos

cos sin

sin
cos

tan

x
x
x

x

x x

x x

x
x

−
=

−
= = xx  

خیلی جالب شد:
tan
cos

tan tan
x
x

x x
2

2= −  

این اتحاد کلید حل این مسئله است. دقت کنید که طبق این رابطه داریم:
tan
cos

tan tan ,
tan
cos

tan tan
2
4

4 2 4
8

8 4x
x

x x
x
x

x x= − = − و  
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tan
cos

tan tan
8
16

16 8x
x

x x= −   
با قرار دادن در صورت سؤال داریم:

tan
cos

tan
cos

tan
cos

tan
cos

(tan tan )
x
x

x
x

x
x

x
x

x x
2

2
4

4
8

8
16

2+ + + = −  

+ − + − + −(tan tan ) (tan tan ) (tan tan )4 2 8 4 16 8x x x x x x  
= −tan tan16x x  

x داریم: = 2
15
π با قرار دادن

tan( ) tan( ) tan( ) tan( )
32
15

2
15

2 2
15

2
15

π π π π π− = + −  

⇒ − =tan( ) tan( )
2
15

2
15

0π π  
این همه جان کندیم و آخرش رسیدیم به صفر!

گزینة  »1«. 10
f را طوری  x( ) . بنابرایــن می توانیم cos sin2 21x x= − دقت می کنیم که

sin باشد. نصف مشکل حل شد: xبازنویسی کنیم که فقط شامل

f x x x x x x

x
( ) sin cos sin sin sin

sin
= + = + = +−2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 2 2

2
1  

 2 20 1≤ ≤t 0 است. بنابراین 12≤ ≤sin x . از آنجا که 2
2sin x t= فرض کنید

1 و از طرفی داریم: 2≤ ≤t یعنی

f x t
t

t
t

x

x
( ) ( )sin

sin
= + = + = − +2 2

2

2 2 2 2
2

2
2  

f یعنی x( ) ≥ +0 2 2 ) اســت. پس )t
t

− ≥2 02 حــالا دقت کنید که
. f x( ) ≥ 2 2

f جواب دارد. این یعنی: x( ) = 2 2 برای اطمینان باید چک کنیم که

( )t
t

t
t

− + = ⇒ − =2 2 2 2 2 2 02  

⇒ = ⇒ =t
t

T t
2  

f است. ( )π
4

2 2= 1، قابل قبول است. در حقیقت 2≤ ≤t که با توجه به این که
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نیتروتست فصل 6

گزینة  »3«. 1

به کمک اتحاد جملة مشترک داریم:
[ ] [ ] ([ ] )([ ] )x x x x2 3 2 0 2 1 0− + ≤ ⇒ − − ≤  
⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ <1 2 1 3[ ]x x  

گزینة  »4«. 2

طبق قوانین ویت داریم:
tan tan

tan tan

α β
α β

+ =
=





5
1

 

tan نتیجه می گیریم که tanα β β حاده هستند، پس از رابطة1= α و چون

α بنابراین: β π+ =
2

[ sin ] [ sin ] [ sin ] [ cos ]a a a a2 2 2 2α β α α+ = +  

 cot , tanα α cos را حســاب می کنیم. دقــت کنید که , sin2 2α α حالا
x هستند که به کمک روش دلتا، داریم: x2 5 1 0− + = جواب های معادلة

tan , cotα α= + = −5 21
2

5 21
2

 
یا  

tan , cotα α= − = +5 21
2

5 21
2

 

ابتدا حالت اول را بررسی و حل می کنیم. 
حالت اول:

cot , tanα α= − = +5 21
2

5 21
2

 

در این حالت داریم:

cos
tan tan

2
2

1
1

1
5

α
α α

=
+

*
 

x اســت، اســتفادة  x2 5 1 0− + = )*: در اینجا از این کهtanα جواب معادلة
). tan tan2 1 5α α+ = ، پس x x2 1 5+ = زیرکانه ای کردیم. طبق این معادله

راه حل را ادامه می دهیم:
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cos
tan

2 1
5

2
25 5 21

α
α

= =
+

 

sin
cot cot

2
2

1
1

1
5

2
25 5 21

α
α α

=
+

= =
−

 

پس مسئله به معادلة زیر می رسد:

[ sin ] [ cos ] [ ] [ ]a a
a a2 2 2 2

25 5 21
2

25 5 21
2α α+ = ⇒

+
+

−
=  

] و  ]
2

25 5 21
a

+
a باشــد، هــر دو عبارت حــالا دقــت کنید کــه اگر0>

2+ شود. ] منفی هســتند و حاصل جمع شان دیگر نمی تواند ]
2

25 5 21
a

−
، در صورت وجود، عددی  a a هم که تعطیل اســت. لذا فهمیدیم کــه =0
a مثبت باشد، هر دو براکت اعدادی حسابی هستند و  مثبت اســت. حالا اگر

2 شود فقط دو حالت داریم: اگر قرار است جمع آن

 2
25 5 21

2
25 5 21

1a a

−






 =

+






 =  

یا  
2

25 5 21
2 2

25 5 21
0a a

−






 =

+






 =,  

در حالت اول داریم:

1 2
25 5 21

2 25 5 21
2

25 5 21

1 2
25 5 21

2 25 5 21
2

25 5 2

≤
−

< ⇒ − ≤ < −

≤
+

< ⇒ + ≤ < +

a
a

a
a

»

11














 

 

25 است.(  5 21
2

25 5 21+ > − اشــتراک این دو بازه تهی اســت. )زیرا
بنابراین حالت دیگر رخ داده است. در حالت دوم داریم:

[ ] , [ ]
2

25 5 21
2 2

25 5 21
0a a

−
=

+
=  

⇒

≤
−

<

≤
+

<














⇒

− ≤ < −

≤

2 2
25 5 21

3

0 2
25 5 21

1

25 5 21 3 25 5 21
2

0

a

a

a

» »

( )

aa < +














25 5 21
2
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از اشتراک این دو بازه داریم:

25 5 21 3 25 5 21
2

− ≤ < −
a

( )  

tanα و = −5 21
2

تازه یــک حالت را رفتیــم، حالت بعد این اســت که

. خوشبختانه این حالت نیز به همین معادلة قبلی می رسد  cotα = +5 21
2

و نیازی به بررسی و حل مجدد ندارد. پس:

a a∈ − − ⇒ ∈ − −
[ ,

( )
) [ , )25 5 21 3 25 5 21

2
25 5 21 75 15 21

2
 

گزینة  »4«. 3
] عددی صحیح است، می فهمیم که  [ ]]x x x= 3 از این که سمت چپ معادلة
. 3x n= . فرض کنید 3x  سمت راست هم باید صحیح باشد و به عبارتی�∋

در این صورت داریم:
x

n
n= ∈

3
; �  

. 3 2k + 3 یا 1k + 3k اســت یا n یا به صورت  حالا می دانیم که هر عدد صحیح

x باشد، داریم: k
k= =3

3
x اگر n k= =

3
3
3

3 یا 1
3

k + 3 یا  2
3

k + بنابراین

[ [ ]]k k k k k k x= ⇒ = ⇒ = ⇒ =3 3 0 3 0 32
IÄ IÄ  

x باشد، داریم: k= + 1
3

اگر

[( )[ ]] [( ) ]k k k k k k+ + = + ⇒ + = +1
3

1
3

3 1 1
3

3 1  

⇒ + = +  → + = +∈[ ] [ ]k
k

k k
k

kk2 2
3

3 1
3

3 1
2 �  

] نامنفی است، زیرا [ ]]x x x= 3 حالا توجه می کنیم که ســمت چپ معادلة

 k ≥ − 1
3

x اســت. این یعنی ≥0 3 و لذا 0x ≥ ] هــم علامتند. پس ]x x»

. از طرفی: k k پس0≤ ∈� است که چون

k
k

k
k

k k k k
k

2 2 3
0 2

3
3 1

3
3 1 3 1 0+ = + ⇒ = + −  → + − ≥

≥
[ ] [ ]  

k k∈ → =� 0 1 2 3IÄ IÄ IÄ  
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k = ⇒ =0 0 1  با امتحان کردن این اعداد داریم: 
k = ⇒ =1 1 4   
k = ⇒ =2 4 7   
k = ⇒ =3 10 10   

x به دست می آید.  = 10
3

پس در این حالت،

x را بررسی می کنیم. مجدداً به علت مثبت بودن  k= + 2
3

حالت آخر یعنی
k که یعنی + ≥2

3
0 3 باشد. لذا 0x ≥ ] ،باید [ ]]x x x= 3 سمت چپ معادلة

k است و بازنویسی  ، می فهمیم که0≤ k . با توجه به صحیح بودن k ≥ − 2
3

معادله چنین است:
[( )[ ]] [( ) ]k k k k k k+ + = + ⇒ + = +2

3
2
3

3 2 2
3

3 2  

⇒ + = + ⇒ = + −k k k k k k2 22
3

3 2 2
3

3 2[ ] [ ]  

3 باشد: 2 02k k+ − ≥ ] است باید ]
2
3

0k ≥ دوباره چون
3 2 0 0 1 2 32k k kk+ − ≥  → =∈�

IÄ IÄ IÄ  
با امتحان کردن این مقادیر داریم:

k = ⇒ =0 0 2   
k = ⇒ =1 1 5   
k = ⇒ =2 5 8   
k = ⇒ =3 11 11   

 . x = 11
3

k جواب است. یعنی = 3 لذا فقط حالت
x هستند.  =0 3 10

3
11
3

, , , جواب های این معادله

گزینة  »4«. 4

 x b= −
4

y یک سهمی است. این سهمی نسبت به خط x bx= + +2 11
3

2

] معمولاً باید اجتماعی  ]2 11
3

2x bx n+ + = متقارن است. پس جواب معادلة
از دو بازه باشد: 

y

x

y n= +1
y n=
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n مساوی با جزء  تنها حالتی که جواب به صورت یک بازه است وقتی است که
صحیح رأس سهمی باشد. 

y

x
y n=
y n= +1

. یعنی: 3 = [ ]Âµ¿w táHn Æoø بنابراین در این مسئله، 

3
4

88
33

8

88
33

8

88
3
8

3
2 2 2

= − =
− −

=
−

⇒
−

=[ ] [
( )

] [ ] [ ]
∆
a

b b b
 

⇒ ≤
−

< ⇒ ≤ − < ⇒ − ≤ − <3

88
3
8

4 24 88
3

32 16
3

8
3

2
2 2

b
b b  

⇒ − < ≤  → ≤ ⇒ − ≤ ≤≥8
3

16
3

16
3

4 3
3

4 3
3

2 0 22
b b bb  

گزینة  »4«. 5
ax دارای چهار جواب  x a x+ =| | [ ] معنی صورت سؤال این است که معادلة

| بنویسیم.  | [ ]x a x ax= − است. این معادله را می توانیم به صورت
| | ([ ] )x a x x= −  

a باشد: a یا0> دو حالت داریم. این که0<
a باشد:  حالت اول:0<

y به صورت زیر است:  x= | | y و a x x= −([ ] ) در این حالت نمودار

y

x

a−

y x=

) پس  )x =0 بدیهی است که در این حالت فقط یک نقطة تلاقی وجود دارد
این حالت منتفی است. برویم حالت دوم.
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a باشد:  حالت دوم:0>
در این صورت نمودارها به صورت زیر هستند: 

y

x

y x=

1 2 3−1−2−3

[ ]y a( x x)= −

می خواهیم چهار برخورد داشــته باشــیم. یک برخورد همین اول کار در مبدأ 
داریم. از نمودار پیدا است که برخوردهای دو نمودار در ربع دوم، یکی بیشتر از 
برخوردهای نمودارها در ربع اول است. پس اگر می خواهیم چهار برخورد داشته 
باشــیم باید یکی در ربع اول، دو تا در ربع دوم و یکی هم که در مبدأ، داشــته 
باشیم. این یعنی شاخة سمت راست نمودار نباید پاره خط سوم را قطع کند. این 
a ≥ −3 ) قرار بگیرد. پس:  , )3 − a y باید بالاتر یا روی نقطة x= یعنی

) قرار بگیرد. یعنی: , )− −2 a y بالاتر یا روی x= − در سمت چپ باید
− ≤ ⇒ ≥ −a a2 2  

y باید  x= از طرفی نمودار سمت راست باید پاره خط دوم را قطع کند. یعنی
) باشد. به عبارتی: , )2 − a پایین تر از نقطة

 − > ⇒ < −a a2 2  
 a چـون دو محـدودة به دسـت آمـده، اشـتراک ندارنـد، پس مقـداری برای

وجـود ندارد.
گزینة  »1«. 6

الف( این معادله را ســاده می کنیم و جواب آن را روی دایرة مثلثاتی نمایش 
[ sin ] sin10 2 2 10 3x x= ⇒ ≤ < می دهیم: 

⇒ ≤ < ⇒2
10

3
10

sin x  

y

x  

y قرار دارند.  = 3
10

y و  = 2
10

یعنی جواب دو کمان از دایره است که بین خط های
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ب( در مورد این معادله داریم:

[ sin ] sin sin10 3 3 10 4 3
10

4
10

x x x= ⇒ ≤ < ⇒ ≤ <  

⇒  

y

x

y است. دقت کنید که  = 4
10

y و  = 3
10

یعنی جواب دو کمان بین خط های
این دو کمان از مرکز دایره دورتر هستند و نسبت به دو کمان قبلی کوچک تر 

هستند. تا اینجا حالت الف محیط بیشتری را گرفته است. 
پ( مثل دوتای قبلی: 

 [ sin ] sin sin10 4 4 10 5 4
10

5
10

x x x= ⇒ ≤ < ⇒ ≤ <  

⇒

 

y

x

این دو کمان از حالت ب هم کوچک ترند. پس الف برنده است. 
گزینة  »2«. 7

y را ابتدا  ax= + 6 y و تابع خطی x x= − + +2 2 2 1| | | نمودار تابع گلدانی|
6 واحد به پایین انتقال می دهیم. با این کار، مســاحت ناحیة محصور بین دو 

نمودار هیچ تغییری نمی کند ولی در عوض محاسبه های ما ساده می شوند.
) قطع  , )0 0 y دقت می کنیم. این خط محور طولی را در ax= حالا به نمودار

می کند. دو حالت در نظر می گیریم:
: در این حالت، مساحت مورد نظر برابر است با: a >0 حالت اول:

S y yA A= × × =1
2

2  

ax x x
a

y a
a

a
aA A A A= − ⇒ =

−
⇒ = ×

−
=

−
4 8 8

4
8

4
8
4

از طرفی:

S
a
a

a a a=
−

= ⇒ = − ⇒ =8
4

8 8 32 8 2 بنابراین: 
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که جوابی قابل قبول است.

−1 1 2 Ax

Ay

y x= − −4 4

y ax=

y x= −4 8

: a <0 حالت دوم:

−1 2Bx
By

y x= − −4 4 y x= −4 8

در این حالت:
S y

y
B

B= × × =1
2

1
2

( )  
اما: 

− − = ⇒ = −
+

4 4 4
4

x ax x
aB B B  

⇒ = = −
+

= −
+

y ax a
a

a
aB B ( )

4
4

4
4

 

⇒ = × −
+

= −
+

= ⇒ = −
S

a
a

a
a

a
1
2

4
4

2
4

8 16
5

 
گزینة  »2«. 8

، بنابراین: x x2 21− < [ ] همة ما می دانیم که

x x x x x x x2 2 2 21 1 1 1 2 0− < < + ⇒ − < + ⇒ − − <[ ]  
( )( )x x− + < ⇒2 1 0

+ +−

-1 2 ⇒ − < <1 2x  

کار راحت شد. الان می توانیم بازه بندی کنیم:
1( − < < ⇒ = ⇒ < + ⇒ < + ⇒ − <1 1 0 1 0 1 12 2x x x x x x[ ] [ ]  

) بخشی از جواب است. , )−1 1 بنابراین همة بازة
2( 1 2 1 1 1 02≤ < ⇒ = ⇒ < + ⇒ <x x x x[ ]  

] بخش دیگری از جواب است.  , )1 2 این هم یعنی
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3( 2 3 2 2 1 12≤ < ⇒ = ⇒ < + ⇒ <x x x x[ ]  
) بخشی از جواب است.  , )2 3 و این هم یعنی

4( 3 2 3 3 1 22≤ < ⇒ = ⇒ < + ⇒ <x x x x[ ]  
x رســیدیم که تناقض است.  > 2 3 به نتیجة 2≤ <x اما این یعنی برای

پس در این حالت به هیچ جوابی نرسیدیم روی هم رفته داریم:
( , ) [ , ) [ , ) ( , )− = −1 1 1 2 2 3 1 3∪ ∪  

گزینة  »2«. 9
] باشد، نتیجه های  ][ ]x x2 21= ] اعدادی صحیح هستند. پس اگر ] , [ ]2x x

زیر به دست می آید. 
، یعنی: [ ] , [ ]2 7 3x x= = حالت اول:

[ ] , [ ] ,x x x x= = ⇒ ≤ < ≤ <3 2 7 3 4 7 2 8  
⇒ ≤ < ≤ <  → ∈3 4 3 5 4 3 5 4x x x, / [ / , )∩  

. در این حالت: [ ] , [ ]2 21 1x x= = حالت دوم:
21 2 22 1 2 10 5 11 1 2≤ < ≤ < ⇒ ≤ < ≤ <  → ∅x x x x, / , ∩  

] که یعنی: ] , [ ]2 7 3x x= − = − حالت سوم:
− ≤ < − − ≤ < − ⇒ − ≤ < −7 2 6 3 2 3 5 3x x x, / و  
− ≤ < −  → ∅3 2x ∩  

] اســت که باز هم به اشــتراک تهی  ] , [ ]2 21 1x x= − = − حالــت چهارم:
] است. یعنی: / , )3 5 4 می رسد. لذا بازة جواب فقط

2 7 4 11a b+ = + =  
گزینة  »1«. 10

2 2 5
2

2 2 2 2x x x x+ =  → = ⇒[ ] [ ] [ ]nj Hn ýoö »j

´ÃÀjïÂ¶ nHo¤ S¨HoM
==1  

3 3 7
3

2 3 2 3y y y y+ =  → = ⇒[ ] [ ] [ ]nj Hn ýoö »j

´ÃÀjïÂ¶ nHo¤ S¨HoM
==1  

بنابراین با جایگذاری در تساوی های داده شده، خواهیم داشت:

2 1 5
2

2 3
2

2 3

3 1 7
3

3 4
3

3 4
3 2

1

1
1 1

x x x

y y y

y x
+ = ⇒ = ⇒ =

+ = ⇒ = ⇒ =










⇒ =

+

+

+ +( ))y+ =1 4  

⇒ + + = ⇒ + + + = ⇒ + + =( )( )y x xy x y xy x y1 1 2 1 2 1  
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نیتروتست فصل 7

گزینة  »3«. 1
طبق اتحاد جملة مشترک داریم:

9 2 8
2

3 16 3 2 3 8
2

01 1x x
x

x x x x
x

− + + = − − =+ +( ) ( )( )  

⇒ = = ⇒ = × =+3 2 3 8
2

3 2 2 6 81x x x
x

x x x
IÄ IÄ  

( ) log log
3
2

2 6 8 2 83
2

6
x x x x= = ⇒ = =IÄ IÄ  

بنابراین این معادله دو جواب دارد. 
گزینة  »1«. 2

طبق نکتة دامنة تابع لگاریتمی، باید داشته باشیم:
1  x x[ ]− >4 0  
2  x

x
−
+

>1
2 1

0  

3  x
x
−
+

≠1
2 1

1  

x می رســیم. بعد  ≠ −2 x را حــل می کنیــم و فــوراً بــه
x
−
+

≠1
2 1

اول1

x را حــل می کنیــم که ســاده اســت و جــواب آن
x
−
+

>1
2 1

نامعادلــة0

) است.  , ) ( , )−∞ − + ∞1
2

1∪
x را حل می کنیم، که البته با رسم به جواب می رسیم:  x[ ]− >4 حالا0

y

x
1

1

2

2

3−1−2−3 4

4
6
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) اســت. با اشــتراک  , ) ( , )−∞ − + ∞2 2∪ بــه وضوح جواب این نامعادله
گرفتن داریم:

2−2 − 1
2

10

D x xf = −∞ − + ∞ = >{ }( , ) ( , ) | | |2 2 2∪  

گزینة  »1«. 3
y از ناحیــة دوم عبور نکند، دو  x aa= ++log ( )( )2 2 بــرای این که نمودار

حالت داریم: 

ها است.  y حالت اول: در این حالت، مجانب قائم نمودار در سمت راست محور
این حالت، به یکی از 6 شکل زیر است.

1( x

y

 2( x

y

3( x

y

 4( x

y

5( 

y

x 6( 

y

x

همان طور که می بینید شکل های )1( و )5( و )6( از ناحیة دوم عبور نمی کنند.
در شکل )1( ریشه، قبل از مجانب قائم است و تابع صعودی است.

´GI¤ KºI\¶ :2 0
2

0 0x a x
a

a+ = ⇒ = − ≥ ⇒ ≤  

¾zÄn
ï¾zÄn <  KºI\¶:2 1 1

2
1
2 2

1
2

0x a x
a a a+ = ⇒ = −  → − < − ⇒ <  

12 غیرممکن است، پس در واقع اصلًا امکان ندارد که نمودار  0< از آن جا که
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تابع ما به صورت شکل )1( در بیاید.

1 که به  2 2
− > −a a در شــکل )5( ریشــه، بعد از مجانب نمودار است. یعنی

12 می رسیم. پس تا اینجای کار، وجود این نمودار منطقی  0> نتیجة درست
اســت. از طرفی نمودار نشــان می دهد که تابع باید صعودی باشد که یعنی

. فراموش نکنید که مجانب قائم، سمت راست نمودار  a ≤ ، یعنی1− a + >2 1
. − < ≤1 0a a است. کلًا به این نتیجه می رسیم که قرار دارد و این یعنی0≥

در شکل )6( همان شرایط شکل )5( را داریم فقط نمودار تابع نزولی است.
a a a≤ < + < ⇒ − < < −0 0 2 1 2 1,  
. در تمام این بررســی ها معلوم شــد که اگر a∈ − −( , )2 1 پس در این حالت

y از ناحیة دوم  x aa= ++log ( )( )2 2 ∋a باشد، نمودار − − −( , ) ( , )1 0 2 1∪
عبور نمی کند. اما دقت کنید که هنوز حالتی که مجانب قائم در ســمت چپ 

ها است را بررسی نکردیم. y محور

ها باشد.  y x در ســمت چپ محور a= −
2

حالت دوم: مجانب قائم نمودار،
. در این حالت لازم اســت که هم تابع صعودی  a − یا همان0< <a

2
یعنی0

ها را در نقطه ای به طول مثبت یا صفر قطع کند. برای  x باشــد و هم محور
a کافی است. برای تقاطع داریم:  > ، یعنی1− a + >2 صعودی بودن1

y

x

log ( )( )a x a x a x
a

a+ + = ⇒ + = ⇒ = − ≥ ⇒ ≤2 2 0 2 1 1
2

0 1  

aبنابراین:

a

a

a

>
> −
≤

 → < ≤






0
1

1
0 1∩  

که در نهایت:
a∈ − − −( , ] { }2 1 1  

گزینة  »3«. 4
تجزیه می کنیم:

( )( )6 3 3 5 2 15 5 0x x x x a− × − × + − =  
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⇒ − × − × − − =(( ) ( ))( )6 5 2 3 3 15 5 0x x x x a  
⇒ − − − − =( ( ) ( ))( )2 3 5 3 3 5 5 0x x x x a  
⇒ − − − =( )( )( )3 5 2 3 5 0x x x a  
⇒ = = = ⇒ =3 5 2 3 5 5 33 2 5

x x x a x aIÄ IÄ log , log , log  
3 شده است. یعنی: ضرب این اعداد برابر

log log log log log3 2 5 2 55 3 3 5 3× × = ⇒ × =a a  
⇒ = ⇒ =log2 3 8a a  

گزینة  »3«. 5
با توجه به نمودار داده شده می فهمیم که:

| |2 0 2b ba a− = ⇒ =  
f که یعنی: c a( ) | |= | است. لذا |a از طرفی می دانیم مجانب افقی این تابع همان

| | | |2
2

2

2 2

2 0

c

c

c

c

c

a a

a a

a a

a

− = ⇒
− =

− = −









⇒
=

=









IÄ IÄ



 

⇒ = ⇒ =−2 2 2 1c ca a  
. سؤال گفته c b− =1 2b است، لذا a= از اینجا می فهمیم، با توجه به این که

، پس: bc = 3
4b c

bc
c c c c c

= −

=






⇒ − = ⇒ − − = ⇒ − − =

1
3
4

1 3
4

3
4

0 1
2

1 02 2( ) ( )  

⇒ − = ± ⇒ = −  → =c c c
1
2

1 3
2

1
2

3
2

IÄ
nHj¼µº ¾M ¾]¼U IM  

و در آخر:

a c= = =−2 2 21
1
2  

گزینة  »4«. 6
. حالا داریم: x a= 3 قرار دهید

log log log log3 4 3 4 3
22 9 2 2 3 3 21x x

a ax x a a+ = ⇒ × + =+ ×
+  

⇒
+

+ +
+

+
=1

1
2 2 3

2 2
23

3

3a
a

a
a

( log )
( )log
log

 

⇒
+

+
+ +

+
=

a
a

a
a

log
log

3

3

2
1

2
2 2

2  
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⇒ + + + + + = + +( log )( log ) ( )( ) ( )( log )a a a a a a3 3 32 2 2 2 1 2 1 2 2  
⇒ + + + + +a a a a2

3 3
2 23 2 2 2 3 2( log ) (log )  

= + + +2 2 2 1 2 22
3 3( ( log ) log )a a  

⇒ + + + = + +( log ) (log ) ( log ) log3 2 3 2 2 2 4 2 2 4 23 3
2

3 3a a  
⇒ − = − +a(log ) ((log ) log )3 3

2
32 1 2 2 2 2 1  

⇒ =
−

−
= − =a

2 2 1
2 1

2 2 1 2 2
3

3
2

3
3 3

((log ) )
(log )

(log ) log  

بنابراین:

x a= = = = =
×

3 3 2
3

2
3

4
9

2 2
3 2 3 23 3

log log( ) ( )  

گزینة  »1«. 7

دقت کنید که داریم:
log ( ) log ( ) log log log loglog log

2
3

3
2

2 2 3 33 2 3 3 2 22 3+ = × + ×  

⇒ + = + − ×(log ) (log ) (log log ) log log2
2

3
2

2 3
2

2 33 2 3 2 2 3 2  

= + −(log log )2 3
23 2 2  

از طرفی طبق فرض مسئله داریم:
log log2 36 6+ = a  
⇒ × + × = ⇒ + + + =log log log log2 3 2 33 2 2 3 1 3 1 2a a  
⇒ + = −log log2 33 2 2a  

بنابراین جواب نهایی می شود:
( )a a a− − = − +2 2 4 22 2  

گزینة  »2«. 8
در ابتدا داریم:

log ( ) log ( ) log ( )( ) ( ) ( )x x xx x
x
x+ + +− − + = −

+1 1 12 1 4 1 2 1
4 1

 
بنابراین باید معادلة زیر را حل کنیم:

log ( ) ( )( )
( )

x x
x

x
x

log x+ −
+

−
+

= +1 2 1
4 1

2 1
4 1

1  

log مواجه هســتیم. از این تساوی نتیجه  logb aa b= در اینجا با تســاوی
می گیریم که:

log log
log

(log ) logb a
b

b ba b
a

a a

a b a b a b

= = ⇒ = ⇒ = −

⇒ = ⇒= − =

1 1 1 12

1

IÄ

IÄ IÄ aab=1
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2که در این مسئله می شود: 1
4 1

1

2 1 1
4 1

1

x
x

x

x x
x

−
+

= +

− +
+

=

IÄ

( )( )

 

ابتدا معادلة اول را حل می کنیم:
2 1
4 1

1 2 1 4 1 1 4 5 12x
x

x x x x x x
−
+

= + ⇒ − = + + = + +( )( )  

⇒ + + = ⇒ <4 3 2 0 02x x ∆  
خوشبختانه جوابی ندارد. می رویم سراغ معادلة دوم:

( )( )2 1 1
4 1

1 2 1 4 1 2 3 2 02 2x x
x

x x x x x
− +

+
= ⇒ + − = + ⇒ − − =  

⇒ + − = ⇒ = − =( )( ) ,2 1 2 0 1
2

2x x x x  

اما باید این دو مقدار را در معادلة اصلی قرار دهیم و چک کنیم:

x = − ⇒ − − − − =1
2

2 1 1
21

2
1
2

2log ( ) log log ( ) log  

x غیر قابل قبول است و با محدودیت دامنة لگاریتم جور نیست. = − 1
2

پس
x = ⇒ − = ⇒ − = −2 3 9 3 1 2 13 3 1

3
log log log  

x است و بنابراین  = 2 x قابل قبول است. یعنی تنها جواب این معادله = 2 لذا
مجموع ریشه های این معادله 2 است.

گزینة  »2«. 9
ابتدا به خاطر جزء صحیح داریم:

[log ( )] log ( )x xx x2 1 1 1 2 1 2+ = ⇒ ≤ + <  
 . x∈ + ∞ −( , ) { }0 1 باید به دامنه دقت کنیم. محاسبة دامنه واقعاً راحت است:

حالا باید نامعادله را حل کنیم. اول سمت چپ:

1 2 1 0 2 1 1 0 2 1≤ + ⇒ ≤ + − ⇒ ≤ +
log ( ) log ( ) log ( )x x xx x

x
x

 

logb با a کلید حــل این نامعادله توجه به این نکتة مهم اســت که همواره

log نامنفی  ( )x
x
x

2 1+ ) هم علامت است. پس اگر می خواهیم )( )a b− −1 1
باشد، کافی است نامعادلة زیر را حل کنیم:

( )( ) (
( )( )

)
2 1 1 1 0 1 1 0x
x

x
x x

x
+ − − ≥ ⇒ + − ≥  
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⇒  

نت

+− +−

−1 0 1

. تا اینجــا جواب قابــل قبول بازة x∈ + ∞ −( , ) { }0 1 امــا به خاطــر دامنه
) است.  , )1 + ∞

حالا برویم نامعادلة سمت راست. روش حل همان است:

log ( ) log ( ) log ( )x x xx x
x

x
2 1 2 2 1 2 0 2 1 02+ < ⇒ + − < ⇒ + <  

⇒ + − − < ⇒ − + + − <( )( ) ( )( )
2 1 1 1 0 2 1 1 02

2

2
x

x
x

x x

x
x  

⇒  

نت

+− +− −

0 1 +1 2−1 2 ¾¹¶Hj

x>
 → + + ∞0 0 1 1 2( , ) ( , )∪  

با اشتراک گرفتن داریم: 

در نتیجه داریم:
( , )1 2+ + ∞  

گزینة  »2«. 10

x x x x x x3 2 28 8+ − = + −( ) توجه کنید که: 
. در این صورت می توانیم مسئله را به  b x= a و1+ x x= − −9 2 قرار دهید

این صورت بازنویسی کنیم:
log ( )( ) log ( )( )b ba b a a a b= − − ⇒ + − − =1 1 1 1 0  

) هم علامت هستند. تنها حالتی  )( )a b− −1 1 logb و  a حالا دقت کنید که
که جمع دو عدد هم علامت صفر است، این است که هر دو صفر باشند. در این 
logb a a b= ⇒ = =0 10 مسئله می شود: 

⇒ − − = ⇒ + − = ⇒ = − + − −9 1 8 0 1 33
2

1 33
2

2 2x x x x x IÄ  

حــالا باید جواب ها را چک کنیــم. خیلی راحت معلوم می شــود که جواب

x قابل قبول  = − +1 33
2

x در دامنه نیســت ولی جواب = − −1 33
2

است. لذا این معادله تنها یک جواب حقیقی دارد. 

10 +1 2
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نیتروتست فصل 8

گزینة  »3«. 1
f را به دست می آوریم: g+

f g a a b b+ = + + + +{( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}1 6 2 5 3 2 6 4 10  

∆ را عملیاتی می کنیم:
∆
y
x

حالا شرط خطی بودن، یعنی ثابت بودن

a a b a b a b+ −
−

= + + − −
−

= + − − −
−

5 6
2 1

2 6 5
3 2

10 2 6
4 3

 

⇒ − = + + = −a a b a1 1 4 2  
از معادلة اول و آخر داریم:

a a a− = − ⇒ =1 4 2 5
3

 

a داریم: = 5
3

با قرار دادن
5
3

1 4 10
3

2+ + = − ⇒ = −b b  

پس:
b a− = − − = −2 5

3
11
3

 
گزینة  »3«. 2

ابتدا دقت کنید که:
f x x b f t

t
bx t

x
t( ) ( ) ( )3 2 2 2 2

3
3 2

2
3

+ = +  → = − ++ =

= −  

⇒ = − +f x x b( ) ( )
2
3

2  
g هم داریم: x( )8 2− و برای تابع

g x x b g t
t

b t bx t

x
t( ) ( ) ( )8 2 2 2 8

2
88 2

8
2

− = +  → = − + = − +− =

= −  

⇒ = − + +g x x b( ) 8  
حالا کارمان ساده تر شد:

f ax g x ax b x b( ) ( ) ( ) ( ( ) )+ + + = + − + + − + + +1 2 2
3

1 2 2 8  

= − + − + + = − + +2
3

2
3

6 2
3

1 16
3

2ax b x b a x b( )  
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3 برابر است: 2x b+ + که طبق فرض مسئله با

( )
2
3

1 16
3

2 3 2

2
3

1 3

16
3

2 2
a x b x b

a

b b
− + + = + + ⇒

− =

+ = +










 

⇒
=

= −





⇒ + = − = −

a

b
a b

6
10
3

3 6 10 4  

گزینة  »2«. 3

c است. 
a

c
b

c
1 1+

+
+

= a دو عدد معکوس باشند، آن گاه b» می دانیم اگر

logx معکوس هم هستند. البته وجود لگاریتم،  3 log3 و  x در این مســئله
. x∈ + ∞ −( , ) { }0 1 خودبه خود دامنه را هم مطرح می کند:

حالا داریم: 
f x x

x
x

x x
x

x
( )

log log
= ⇒

+
+ − −

+
=

1
1

1 33

2
 

⇒ − −
+

= −
+

=
+

⇒ − − =x x
x

x
x

x
x x x

x x

2

3

21
1 3 1 1 3

1
log log log

 

⇒ − − = ⇒ = ± = ±x x x2 2 1 0 2 8
2

1 2  

x x∈ ∞ − → = +( , ) { }0 1 1 2  
پس معادلة مورد نظر فقط یک جواب دارد. 

گزینة  »3«. 4

] به دســت می آید. ([ ])]f x ≥0 ] از حل کردن نامعادلة ([ ])]f x  دامنة تابع
. f x([ ]) ] داریم0≤ ([ ])]f x ابتدا از

f را رسم می کنیم:  x x x( ) | |= − −2 1 نمودار تابع

f x
x x x x

x x x x
( )

( ) ;

( ) ;
=

− − = − ≥

+ − = − <










2 1 1 1
2

2 1 3 1 1
2

 

y

x
1
3

1
2

1
y x= −1y x= −3 1
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] است. بنابراین: , ]
1
3

1 f بازة x( ) به وضوح پیدا است که جواب0≤

f x x x([ ]) [ ] [ , ] [ ]≥ ⇒ ∈ ⇒ ≤ ≤0 1
3

1 1
3

1  

[ ] [ ] [ , )x x x∈ → = ⇒ ∈� 1 1 2  
گزینة  »4«. 5

− اکیداً صعودی است.  −4 x 4 تابعی اکیداً نزولی است. پس − x دقت کنید که
 f x x x( ) = − − +4 x می فهمیم که2 با توجه به اکیداً صعودی بودن 

تابعی اکیداً صعودی است.

 f x f x( ) ( )− ≥−1 f باید نامعادلة0 x f x( ) ( )− −1 برای پیدا کردن دامنة تابع
f x f x( ) ( )≥ −1 را حل کنیم که می شود: 

f و  امـا در تابـع اکیـداً صعـودی، وقتـی بخواهیـم معادله یـا نامعادلـة بین
 x f تابـع همانـی، یعنـی x−1( f را حـل کنیـم، می توانیـم بـه جـای( −1

fقـرار دهیـم. پس: x x x x x( ) ≥ ⇒ − − + ≥4 2  
برای حل این نامعادلــه، اول باید به دامنة رادیکال ها توجه کنیم. خیلی زود 
0 4≤ ≤x x مشخص می شود:  حدود

دقت کنید که:
x x

x x

x x

x

x x
− − = − −

+ −
= −

+ −
4 4

4
2 4

4
( )  

بنابراین می توانیم نامعادلة بالا را چنین بنویسیم:
2 2

4
2 0 2 2

4
1 0( )

( ) ( )( )
x

x x
x x

x x

−
+ −

+ − ≥ ⇒ −
+ −

− ≥  

⇒ − − − −
+ −

≥ ⇒ − − − −( )( ) ( )(x
x x

x x
x x x2 2 4

4
0 2 2 4

SLX¶ ½nH¼µÀ

� ����� �����
)) ≥0  

x = x که ساده است: 2 − =2 ریشة0
2 داریم: 4 0− − − =x x برای پیدا کردن ریشه

2 4 4 4 2 4= + − ⇒ = + − + −x x x x x x( )  
⇒ − = ⇒ =2 4 0 0 4x x x( ) IÄ  

بنابراین جدول تعیین علامت چنین است: 
 ( )( )x x x− − − − ≥ ⇒2 2 4 0  

+ −

0 2 4
 ⇒ ∈x [ , ] { }0 2 4∪  

گزینة  »4«. 6
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f است و چون x
ax
x

− = −
− +

1 2
3

( ) f باشد، آن گاه x x
x a

( ) = +
+

3 2 می دانیم اگر

g می باشد.  x
x a
x

− = −
− +

1 2
2

( ) g است، پس x x a
x

( ) = +
+

2
2

g با هم  f x−1( ( )) f و  g x( ( ))−1 از آنجا که مســئله فرض کرده است توابع
مســاوی هســتند، پس برای هر نوع عددگذاری در دامنه شان هم برابرند. 

به علاوه باید دامنة دو تابع هم یکی باشد:

D x g x a x x g a
f g x( ( ))

{ , ( ) } { , ( )}− = ≠ ≠ − = ≠ ≠ −−
1 2 21  

= −
−

� { , }2
2
a
a

 

D x a f x x a x f
g f x− = ≠ − ≠ = ≠ − ≠ −

1 2 21
( ( ))

{ , ( ) } { , ( )}  

= − − −
� { , }a

a2 2
1

 

a را پیدا کرد: از همین جا می توان کاندیدهای احتمالی

{ , } { , }2
2

2 2a
a

a a
−

= − −  

دو حالت داریم. 

2حالت اول:

2
2 2

= −

−
= −







a

a
a

a
 

به دست می آید که در معادلة دوم صدق نمی کند. پس  a = −2 از معادلة اول 
این حالت منتفی است.

حالت دوم:

 
2 2 2

2

= −

−
= −







a

a
a

a
 

a می رسیم که در معادلة دوم به هیچ وجه صدق نمی کند.  = 2 از معادلة اول به
a وجود ندارد.  بنابراین هیچ مقداری برای

گزینة  »2«. 7
این زیباترین و مفهوم ترین سؤال این فصل است و البته سؤال خیلی دشواری 
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f باشد، آن گاه  x x x

x x
( )

;

;
=

− ≥
− <





4 3 1
2 1 1

هم نیست. ابتدا دقت کنید که اگر

f چنین خواهد بود: x( ) ضابطة وارون تابع

f x

x
x

x
x

− =

+ ≥

+ <










1

3
4

1

1
2

1
( )

;

;
 

f ترکیب  −1 f را بــا g x x x

x x
( ( ))

;

;
=

− ≥
− <





4 3 2
2 1 2

حالا دو طــرف رابطة

می کنیم. برای این که نمادها عجیب غریب نشوند، روی تابع سمت راست اسم 

. لذا داریم: h x x x

x x
( )

;

;
=

− ≥
− <





4 3 2
2 1 2

می گذاریم،

f g x h x g x f oh x( ( )) ( ) ( ) ( )= ⇒ = −1  

 h x x x

x x
( )

;

;
=

− ≥
− <





4 3 2
2 1 2

f را با x

x
x

x
x

− =

+ ≥

+ <










1

3
4

1

1
2

1
( )

;

;
حالا باید

ترکیب کنیم. در ابتدا داریم:

f h x

h x
h x

h x
h x

− =

+ ≥

+ <










1

3
4

1

1
2

1
( ( ))

( )
; ( )

( )
; ( )

 

. h x( ) h است و چه موقع1> x( ) پس باید بفهمیم چه موقع1≤
y است.  h x= ( ) برای این کار بهترین روش رسم

y h x
x x

x x
= =

− ≥
− <





( )
;

;

4 3 2
2 1 2

 

 

x می رســیم.  2 را حل کنیم و به1= 1 1x − = ، باید A برای یافتن مختصات
باشد،  x h اســت و اگر1> x( ) x باشــد، آن گاه1≤ پس به طور کلی اگر1≤

است. حالا برویم به راحتی ترکیب را انجام دهیم:  h x( ) آن گاه 1>

x

y

A

2

y =1
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حالا داریم:

f h x

h x
x

h x
x

x
x

x− =

+ ≥

+ <










=

− + ≥

− +1

3
4

1

1
2

1

4 3 3
4

2

2 1 3
4

( ( ))

( )
;

( )
;

;

;;

;

1 2

2 1 1
2

1

≤ <

− + <















x

x
x

 

=

≥
+ ≤ <

<










=
+ ∈

∉







x x

x
x

x x

x
x

x x

;

;

;

; [ , )

; [ , )

2
1

2
1 2

1

1
2

1 2

12
 

گزینة  »4«. 8
. داریم: 2 − x x قرار می دهیم 3 به جای 2 2f x g x x( ) ( )− + = ابتدا در رابطة
3 2 2 2 2 2 3 2 2 2f x g x x f x g x x( ( )) ( ) ( ) ( )− − + − = − ⇒ + − = −  

3 را داریم. دســتگاه تشــکیل  2 2f x g x( ) ( )+ − f و  x g x( ) ( )+ −2 حالا
g را به دســت می آوریم. کمی دســتگاه  x( )2 − f و هم x( ) می دهیم و هم

غیرعادی است:
f x g x

x x

x x
( ) ( )

;

;
+ − =

− ≥
− <





2
3 1 2
7 2

 

3 2 2 2f x g x x( ) ( )+ − = −  
2 ضرب می کنیم و دو معادله را از هم کم می کنیم: معادلة اول را در

2 2 2
6 2 2
14 2 2

f x g x
x x

x x
( ) ( )

;

;
+ − =

− ≥
− <





 

 
pH ·jo¨ I¿¹¶

³»j â¾õMHn
 → = − −

− ≥
− <

=
−

f x x
x x

x x

x
( )

;

;
2

6 2 2
14 2 2

4 7 ;;

;

x

x x

≥
− <











2
12 2

 g x( )2 − 3 تابع 2 2 2f x g x x( ) ( )+ − = − f به دست آمد. حالا از x( بنابراین(
را به دست می آوریم:

3
4 7 2

12 2
2 2 2×

− ≥
− <

+ − = −




x x

x x
g x x

;

;
( )  

⇒ − = − −
− ≥
− <

=
− ≥

− + <





2 2 2
12 21 2
3 36 2

20 10 2
4 38 2

g x x
x x

x x

x x

x x
( )

;

;

;

;
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⇒ − =
− ≥

− + <




g x
x x

x x
( )

;

;
2

10 5 2
2 19 2

 

g به دست آید: x( ) 2 تا − x x قرار می دهیم در این رابطه به جای

g x
x x

x x

x x

x x
( )

( ) ;

( ) ;

;

;
=

− − − ≥
− − + − <





=
− ≤
+ >

10 2 5 2 2
2 2 19 2 2

15 10 0
2 15 00





 

y

x

15

−12

2

y x= +2 15

y x= −12
y x= −4 7

y x= −15 10

y f (x)=

y g(x)=

f دقیقاً  x a g x( ) ( )+ = اکنون با توجه به شــکل فوق، بــرای این که معادلة
دارای دو جواب باشد، باید: 

 f a g a a( ) ( )0 0 12 15 27+ > ⇒ − + > ⇒ >  
گزینة  »2«. 9

f را حساب می کنیم: x−1( ) ابتدا

f x x x

x x
f x

x x

x
x

( ) ( ) ;

;
( )

;

;
= + − ≥

+ <
⇒ =

+ − ≥
− <









 −2 4 1
2 3 1

4 2 5
3

2
5

2
1




 

f داریم: g x x( ( )) = +4 حالا از رابطة1

g x f x
x x

x
x

( ) ( )
;

;
= + =

+ − + ≥
+ − + <






−1 4 1

4 5 2 4 1 5
4 1 3

2
4 1 5
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= + − ≥
− <






4 5 2 1

2 1 1
x x

x x

;

;
 

g را حل کنیم. یعنی: x x( ) − g باید0≤ x x( ) − حالا برای دامنة

g x x
x x x

x x x
( )

;

;
− = + − − ≥

− − <






4 5 2 1

2 1 1
 

از ضابطة  اول داریم:
x x x x x≥ + − − ≥ ⇒ + ≥ +1 4 5 2 0 4 5 2;  

2 رساندن مجاز است: است، دو طرف مثبت هستند و توان x چون1≤
4 5 4 4 1 1 12 2x x x x x+ ≥ + + ⇒ ≥ ⇒ − ≤ ≤  

x را باید بپذیریم. x فقط1= که با توجه به1≤
از ضابطة دوم داریم:

x x x< − ≥ ⇒ ≥1 1 0 1;  
.{ }1 x با جوابx≥1 ناسازگار است. کلًا دامنة مورد نظر شد که شرط1>

گزینة  »2«. 10

. بنابراین: f x
x

( ) = +1 1 دقت کنید که

g x f g x
g x

g x
g x1400 1399

1399
1400

1399
1 1 1 1( ) ( ( ))

( )
( )

( )
= = + ⇒ − =  

⇒ − =g
g1400
1399

1 1
1

1( )
( )

 

به همین راحتی. سؤال ساده ای بود، فقط ویترین ترسناکی داشت. 
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نیتروتست فصل 9

گزینة11»4«.1 
از دو طرف رابطة داده شده مشتق می گیریم. داریم:

′ + + − − ′ − = +f x f x xf x x( ) ( ) ( )1 3 3 4 1  
x را عددگذاری می کنیم: f′ را می خواهیم پس0= ( )1 چون

′ + =f f( ) ( )1 3 1  
2 را قرار می دهیم: x مقدار f نیاز داریم. در رابطة اصلی به جای ( )3 بنابراین به
f f( ) ( )3 2 1 10+ =  
f ( )1 0= x را قرار می دهیم:  حالا0=

. ′ = − = −f ( )1 1 10 f و در نتیجه9 ( )3 10= پس
گزینة11»3«.1 

x مماس هســتند،  = 3 f′ در x( ) f و  x( ) . چون ′ = +f x x a( ) 4 می دانیم
پس داریم:

( ) ( ) ( )2 4 2 32 2x ax b x a x+ + − + = −  
2 4 2 12 182 2x a x b a x x+ − + − = − +( ) ( )  

⇒
− = −
− =

⇒
= −
=

⇒ = − +










a

b a

a

b
f x x x

4 12
18

8
10

2 8 102( )  

⇒ − = + + =f ( )1 2 8 10 20  
گزینة11»3«.31

f مشتق می گیریم: x x ax( ) = + +2 از1
′ = +f x x a( ) 2  

بنابراین:
f f x f x a x a a x a( ( )) ( ) ( ) ( )′ = + = + + + +2 2 2 12  

طبق صورت مسئله داریم:
( ) ( )2 2 1 4 18 192 2x a a x a x x+ + + + = − +  
⇒ + + + + + = − +4 4 2 1 4 18 192 2 2 2x ax a ax a x x  
⇒ + + + = − +4 6 2 1 4 18 192 2 2x ax a x x  

⇒
= −

+ =






⇒ = −

6 18

2 1 19
32

a

a
a  
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f و در نتیجه: x x x( ) = − +2 3 بنابراین1
( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( )fof x f f f f f′ = ′ × ′ = ′ ′ −1 1 1 1  

′ = − → − − =f x x( ) ( )( )2 3 1 5 5  

گزینة11»3«.41

f است و بنابراین: x x( ) = −3 دقت کنید که1

g x
x x

x x

x

x x
( )

( )( )= − +
+ +

= −
+ +

3 3

4 2

6

4 2
1 1

1
1
1

 

حالا با توجه به اتحاد جملة مشترک داریم:

g x
x x x

x x
x( )

( )( )= − + +
+ +

= −
2 4 2

4 2
21 1

1
1  

′ = ⇒ ′ =g x x g( ) ( )2 3 6 و در نتیجه: 
گزینة11» «.1 

f است.  h x g x( ( )) ( )= h باشد. در این صورت x f g x( ) ( ( ))= −1 فرض کنید

)h را حساب کنیم چون به آن  )5
4

h′ هســتیم. ابتدا بیایید ( )5
4

ما به دنبال

نیاز خواهیم داشت. 
h f g f f( ) ( ( )) ( ) ( )
5
4

5
4

1
25
16

1

4
3

1 1 1= =
−

=− − −  

f باشد. داریم: a− =1 4
3
( ) فرض کنید

4
3

1
1

4 4 3 3 7 49= = +
−

⇒ − = + ⇒ = ⇒ =f a
a

a
a a a a( )  

. h( )5
4

49= f که یعنی − =1 4
3

49( ) لذا

f مشتق می گیریم: h x g x( ( )) ( )= حالا از رابطة

′ ′ = ′  → ′ ′ = ′
=

h x f h x g x h f g
x

( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )
5
4 5

4
49 5

4
 

⇒ ′ =
′

′
h

g

f
( )

( )

( )
5
4

5
4
49

 
بقیة کار ساده است:

′ = ×
−

× −
−

g x x
x x

( )
( )

2 1

2 1

1
12 2  



صفف
ل
  /

ن 
ی
رت
تو
تس

ی
رب

ج
ی ت

ض
ریا

ی 
ند

ع ب
جم

72

⇒ ′ = × × − = −
g ( ) ( )

5
4

5
4

4
3

16
9

80
27

 

′ = −
−

× = −
−

 → ′ = −
×

=f x
x x x x

fx( )
( ) ( )

( )
2
1

1
2

1
1

49 1
7 362 2

49  

جواب نهایی مسئله می شود:

′ =
′

′
=

−

−
×

= × × = × × =h
g

f
( )

( )

( )
5
4

5
4
49

80
27
1

7 36

80 7 36
27

80 7 4
3

2240
3

 

گزینة11»4«.1 

f داریم: x x x− = +1 33 2( ) دقت کنید که از رابطة
x f x x= +( )3 23   

x برابر است با: f در1= g x( ( )) حالا مشتق تابع
( ( ( ))) ( ) ( ( ))f g x g x f g x′ = ′ × ′  
x

xf g x g f g g f=
= → ′ = ′ × ′ = ′ ′1
1 1 1 1 5( ( ( ))) ( ) ( ( )) ( ) ( )  

از دو طرف  مشتق می گیریم:

1 9 2 3 22 2 1= + ′ +  →=( ) ( )x f x x x  

 1 11 5 5 1
11

= ′ ⇒ ′ =f f( ) ( )  

′ = ⇒ ′ =g x x g( ) ( )2 1 2 g′ داریم:  ( )1 برای
بنابراین:

′ ′ =g f( ) ( )1 5 2
11

 
گزینة11» «.1 

، نتیجه می گیریم که: f g x x x− = + +1 34 3( ( )) دقت کنید که از
g x f x x x g f x x( ) ( ) ( ( ))= + + ⇒ = + +−4 3 4 33 1 3  

بنابراین با مشتق گیری از طرفین داریم:

1 12 1
2 3

4 3 4 32 3 1 3= +
+

× ′ + + × ′ + +−( ) ( ) ( ) ( ( ))x
x

f x x g f x x  

x هستیم. کافی اســت در تساوی بالا = 6 g در of x−1 ( ما دنبال مشــتق(
x قرار دهیم تا این مشتق ظاهر شود: =1
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1 12 1
4

6 61= + ′ ′−( ) ( )( ) ( ( ))f g f  

، پس در واقع: ( ( ( ))) ( )( ) ( ( ))g f x f g fx
−

=
−′ = ′ ′1

6
16 6 می دانیم که

1 49
9

4
49

1
6

1
6= × ′ ⇒ ′ =−

=
−

=( ( ( ))) ( ( ( )))g f x g f xx x  

گزینة11» «.1 
4 داریم: 4 1 4 1 4f f f f( ) ( ) ( ) ( )= = ′ + ′ = از تساوی

 f ( )4 1=  , f ( )1 4=  , ′ + ′ =f f( ) ( )4 1 4  

حالا داریم:
′ = ′ × ′ × ′ × × ′

′

g x f x f f x f f f x f f f f x
f f

( ) ( ) ( ( )) ( ( ( )) ( ( ( ( ))) )� � �
¦Ä »   IU  KÃ¨oU10

� �������� ��������  

x g f f f f f f= → ′ = ′ × ′ × ′ ×1 1 1 1 1( ) ( ) ( ( )) ( ( ( ))) �  
× ′ = ′ × ′ × ′ × ′ × × ′f f f f f f f f f( ( ( ( ( )))) ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � �1 1 4 1 4 4  
⇒ ′ ′( ( ) ( ))f f1 4 5  

′ است، پس: + ′ =f f( ) ( )1 4 . طبق فرضی که داریم4 ′ =f T( )1 فرض کنید
′ = −f T( )4 4  

) را به دست آوریم که برابر است با: ( ))T T4 5− و لذا باید بیشترین مقدار

( ) ( ( ) )− + = − − +T T T2 5 2 54 2 4  

− عبارتی نامثبت اســت، پس بیشترین مقدار مورد نظر  −( )T 2 2 از آنجا که
45 است. که همان210 است.  برابر با

گزینة11» «.1 

، داریم: a db d b ac clog log= طبق اتحاد

f x x x
x x

( )
log log

= + = +
1
2

1
3

2 9

2
1 1  

از طرفی:

( ( ( ))) ( ) ( ( )) ( ) ( ( ))f f x f x f f x
x

f f f′ = ′ × ′
=

′ × ′
1

1 1  

، داریم: f x( ) اکنون با توجه به ضابطة
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f f x
x x

f( ) , ( ) ( )1 1 1 2 1 2 1 32 3= + = ′ = − + − ⇒ ′ = −  

⇒ ′ = − × ′ = − × − + − = − × − =( ( ( ))) ( ) ( ) ( )f f f1 3 2 3 1
4

1
4

3 1
2

3
2

 

گزینة11» «.1  
fog تابعی مشتق پذیر و حتی خطی  x( ) ) اســت، یعنی ( ))fog x a′ = این که
اســت. در هر حال، چه به این نکته واقف باشــیم و چه نباشــیم، بهتر است

fog را به صورت دو ضابطه ای بنویسیم: x( )

f x x k x f x
k x x

k x x
( ) | | ( )

( ) ;

( ) ;
= + ⇒ =

+ ≥
− <





3
3 0
3 0

 

بنابراین:

fog x
k g x g x

k g x g x
( )

( ) ( ) ; ( )

( ) ( ) ; ( )
=

+ ≥
− <





3 0
3 0

 

g دقت کنیم: x( ) حالا به

g x
k x x

k x x
( )

( ) ;

( ) ;
=

+ ≥
+ <





3 0
1 0

 

k باشد، آن گاه: ≤ −3 حالت اول: اگر

g x
k x x

k x x
( )

( ) ;

( ) ;
=

+ ≤ ≥
+ > <





3 0 0
1 0 0

 

پس در این حالت:

f g x
k k x x

k k x x
( ( ))

( )( ) ;

( )( ) ;
=

+ + <
− + ≥





3 1 0
3 3 0

 

a باشد. این یعنی باید: باید مشتق هر دو ضابطه مساوی
( )( )k k k a k k k+ + = − = ⇒ + + = −3 1 9 4 3 92 2 2  

⇒ + − = ⇒ + − = ⇒ + − =2 4 6 0 2 3 0 3 1 02 2k k k k k k( )( )  
⇒ = − =k k3 1IÄ  

k قرار دهیم، داریم: = −3 k جور نیست. اگر ≤ −3 k با شرط =1
f g x f g x( ( )) ( ( ( )))= ⇒ ′ =0 0  
a یک جواب مســئله اســت و در این حالت =0 و  k = −3 لــذا تا اینجــا

. a k+ = −3
. در این حالت: − < < −3 1k حالت دوم:

g x
k x x

k x x
( )

( ) ;

( ) ;
=

+ ≥ ≥
+ ≥ <





3 0 0
1 0 0
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. لذا: g x( ) x داریم0≤ به عبارتی برای هر مقدار حقیقی

f g x k g x k x x

k k x x
( ( )) ( ) ( ) ( ) ;

( )( ) ;
= + = + ≥

+ + <






3 3 0

1 3 0

2
 

مجدداً باید:
( ) ( )( )k k k a+ = + + =3 1 32  
⇒ + + = + + ⇒ = − ⇒ = −k k k k k k2 26 9 4 3 2 6 3   

k در این حالت: ≥ −1 حالت سوم:

g x
k x x

k x x
( )

( ) ;

( ) ;
=

+ ≥ ≥
+ < <





3 0 0
1 0 0

 
لذا:

f g x k x x

k k x x
( ( )) ( ) ;

( )( ) ;
= + ≥

− + <






3 0

3 1 0

2
 

و مجدداً:
( ) ( )( )k k k k k k k k+ = − + ⇒ + + = + − −3 3 1 6 9 3 32 2 2  
⇒ + + = ⇒ + + = ⇒ <2 4 6 0 2 3 0 02 2k k k k ∆  

a می رسد.  k+ = a است که به3− k و 0= = لذا تنها مقدار قابل قبول همان3−
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نیتروتست فصل 10

گزینة1»4«.1 

. بنابراین: x
x

2
2
3

< ، پس x اولاً می دانیم0<

[ ] [ ] [ ] [ ]
x

x
x

x
2

2
3 2

2
3

0≤ ⇒ − ≤  

] باشد. از این مطلب ها می فهمیم  ] [ ]
x

x
2

2
3

0− ≥ f می گوید که x( ) ولی دامنة
] است. ] [ ]

x
x

2
2
3

= که در واقع
] را هم حل  ] [ ]

x
x

2
2
3

= f است، اما باید x( ) همین جا معلوم می شــود که0=
f مشخص شود. x( ) کنیم تا دامنة

] باشد. این یعنی: ] [ ]
x

x n
2

2
3

= = فرض کنید

n
x

n

n
x

n

n x n

n x n

≤ < +

≤ < +













⇒
≤ < +

≤ ≤ +







2
1

2
3

1

2 2 2
3
2

3
2

3
2

»  

⇒ ≤ < + ⇒ < + ⇒ <2 3
2

3
2

2 3
2

3
2

3n x n n n n  

n است در نتیجه: ≥0 x است، لذا از آنجا که0<
n =0 1 2IÄ IÄ  

اکنون حالت های زیر را در نظر می گیریم:

1( [ ] [ ]
x x

x

x
x

2
2
3

0
0 2

0 3
2

0 3
2

= = ⇒
≤ <

≤ <






 → ≤ <∩  

2( [ ] [ ]
x x

x

x
x

2
2
3

1
2 4
3
2

3
2 3= = ⇒

≤ <

≤ <






 → ≤ <∩  

3( [ ] [ ]
x x

x

x
x

2
2
3

2
4 6

3 9
2

4 9
2

= = ⇒
≤ <

≤ <






 → ≤ <∩  
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f به صورت زیر است: بنابراین دامنة تابع
Df = [ , ) [ , ) [ , )0 3

2
2 3 4 9

2
∪ ∪  

f به شکل زیر است: بنابراین نمودار تابع

2 3 4 9
2

3
2

x از دامنه پیوسته است. f فقط در1= واضح است که تابع
گزینة1»4« .1 

f را پیدا کنیم، امّا عملًا کاری طولانی اســت. به جای آن،  (x) می توانیم ضابطة

0 برسد تا هوپیتال بگیریم:
0

f را پیدا می کنیم و امیدواریم مسئله به ( )2 مقدار 

 f x f f f( ) : ( ) ( ) ( )2 1 2 2 3 1 2 2 1= − ⇒ + = − = ⇒ =  
بنابراین: 

 lim ( ( ))
( )x

f x f x
f x→

−
−

=
2

1
1

0
0

 

چه موقعیت خوبی! از هوپیتال استفاده می کنیم:

 lim ( ( ) ( )) ( ( ))
( )

( ( ) ( )) ( )
( )x

f x xf x f x f x
f x

f f f
f→

+ ′ ′
′

= + ′ ′
′2

2 2 2 2
2

 

 = + ′ ′
′

= + ′( ( )) ( )
( )

( )
1 2 2 2

2
1 2 2f f

f
f  

f′ را به دست آوریم. از رابطة اصلی سؤال مشتق می گیریم. داریم: ( )2 لذا کافی است
 ′ + + − + − ′ − = +f f x x(x ) xf( x) x ( ) ( )3 2 1 1 1 6 12  

 x f f f f f=− → ′ − − ′ = − ⇒ − = − ⇒ =1 2 2 2 2 5 2 2 5 2 5
2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )  

f′ را که عملًا از دست دادیم. این نتیجة جدید که ( )2 چقدر عجیب اســت!

f در تناقض است. کجای کار می لنگد؟ این که اصلا ( )2 1= f هم با ( )2 5
2

=

f′ وجود ندارد. ( )2
گزینة1» «.31

 f x( ) x است. در بقیة اعداد حقیقی، a=  تنها عدد مشکوک در این مسئله
f باشد که  x a( ) ≠ fof پیوســته هستند. )البته به شرطی که (x) و در نتیجه
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← ویدیو را ببین( خوشبختانه از معضلات این سؤال نیست
، داریم: x a= fof در x( اما برای بررسی پیوستگی(

1  f f a f a( ( )) ( )= +1  
a است و لذا: a+ >1 در این جا دقت کنید که

 f a a a( ) ( )+ = + = +1 2 1 2 2 در نتیجه: 
 f f a a( ( )) = +2 2  

برای حد چپ داریم:
2  lim ( ( )) lim ( ) lim ( )
x a x a x a

f f x f x x a
→ → →− − −

= + = + = +1 2 1 2 2  

اما برای حد راست کمی مشکل خواهیم داشت. زیرا:
3  lim ( ( )) lim ( )

x a x a
f f x f x

→ →+ +
= 2  

a است یا نه. همین موضوع  2a بزرگتر از حالا این ســؤال مطرح می شود که
نیاز به حالت بندی دارد.

a باشد. در این صورت: ، یعنی0< 2a a> حالت اول:
 lim ( ) lim ( )
x a x a

f x x a
→ →+ +

= =2 2 2 4  

برای پیوسته بودن، در این حالت، داریم:
 2 2 4 1a a a+ = ⇒ =  

. در این صورت: a =0 ، یعنی 2a a= حالت دوم:
 lim ( ) lim ( ) lim ( )
x a x x

f x f x x
→ → →+ + +

= = =2 2 2 2 0
0 0

 

2 در این حالت برابر نیست. پس این حالت هیچ نتیجه ای ندارد. 2a + که البته با
a باشد. در این صورت: ، یعنی0> 2a a< حالت سوم:

 lim ( ) lim ( )
x a x a

f x x a
→ →+ +

= + = +2 2 1 2 1  

2 هم جواب ندارد. 1 2 2a a+ = + اما
a است. برای تسلط بیشتر به این مسئلة مهم،  تنها جواب مســئله همان1=

ویدیوی مربوط به آن را در سایت مهروماه مشاهده کنید.
گزینة1» «.41

f و بنابراین: x
x

x x

x x
(x) x

( )
| |

= + −
−

=
+ >
− <





3 2 1
1

3 2 1
3 2 1

دقت کنید که

1  lim (f g)(x) lim ( x )( ) ( )
x x

x ax a
→ →+ +

⋅ = + + = +
1 1

23 2 5 1  

2  lim (f g)(x) lim ( )( )
x x

x x a a
→ →− −

⋅ = − + = +
1 1

3 2 9 9  
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در نتیجه باید: 
 5 5 9 1+ = + ⇒ =a a a  

گزینة1» «.1 
x است. در  f′ را حساب کنیم. تنها نقطة مشکوک1= (x) اول سعی می کنیم

بقیة نقاط داریم:
 ′ =

+ >
<





f x
x x

x
( )

6 1 1
7 1

 

′ اسـت.  = ′ =− +f f( ) ( )1 1 7 x تابـع به وضـوح پیوسـته اسـت و =1 امـا در
f در همـة  نقـاط مشـتق پذیر اسـت. بنابرایـن  x( ) ′ و تابـع =f ( )1 7 لـذا

می توان نوشت:

 ′ =
+ >

≤




f x
x x

x
( )

6 1 1
7 1

 

g باید دو حالت در نظر بگیریم: x f x x a

f x a
( )

( )

(x)
=

≥
′ <





حالا برای بررسی تابع

a باشد. آن گاه داریم: حالت اول: اگر1<
 lim ( ) , lim ( )
x a x a

f x a a f x a
→ →+ −

= + ′ = +3 6 12  

که یعنی:
 lim ( ) , lim ( )
x a x a

g x a a g x a
→ →+ −

= + = +3 6 12  

بنابراین برای پیوستگی باید:

 3 6 1 3 5 1 0 5 37
6

2 2a a a a a a+ = + ⇒ − − = ⇒ = ±  

a a> → = +1 5 37
6

 

. در این صورت: a ≤1 حالت دوم:

g x

x x x

x a x

x a

( ) =
+ ≥

− ≤ ≤
<









3 1
7 3 1
7

2

 

x داریم: a= حالا در
 lim ( ) lim (x) a a
x a x a

g x g
→ →+ −

= ⇒ − = ⇒ =7 3 7 10
7

 

a سازگار نیست. 10 با شرط1≥
7

ولی



فصف
ص
ل
  /

ن 
ی
رت
تو
تس

ی
رب

ج
ی ت

ض
ریا

ی 
ند

ع ب
جم

80

گزینة1» «.1 
a صحیح هســتند، پس داخل جزءصحیح به عددی صحیح  b و از آن جا که

میل می کند. برای وجود حد دوطرفه باید:

 lim [ax ] lim ( )
x x

bx ax bx
→ →

+ −+ = ⇒ + =
3

2
3

217 17 18IÄ  

این دو حالت را داریم:
 ax bx a a2 23 17 0+ = − + >(x ) ;  

یا
ax bx a a2 23 18 0+ = − + <(x ) ;  

در حالت اول داریم:
 ax bx ax ax a2 2 6 9 17+ = − + +  

 ⇒ + = − = ⇒ = − =9 17 0 6 17
9

34
3

a a b a b, ,  

a سازگار نیست. که با0<
در حالت دوم داریم:

 ax bx a x ax ax a2 2 23 18 6 9 18+ = − + = − + +( )  
 ⇒ + = − = ⇒ = − =9 18 0 6 2 12a a b a b, ,  

 . a b+ =10 a هم سازگار است. لذا که با0>
گزینة1»3«.1 

f نتیجه می گیریم که ترکیب توابع زیر همانی است: x5 ( ) f(x) x+ = از
 ( ) ( ) ( )x x o f x x f x x x5 1 5+ = ⇒ = +−  

بنابراین صورت مسئله می شود:

 lim ( )

( ) ( )
lim lim

x x x

f x x

f x f x

x x x
x

x
x→

−

→ →

− −
+ −

= + − −
−

= −
1

1

5 1

5

1

51
1

1
1

1
−−

=
→1

5
1

5
1

4H x
x
lim

گزینة1»4«.1 

a ، داریم:
2

∉� lim است. لذا اگر (x)
x

f
a

→+∞
=

2
می دانیم که

 lim [ ( )] [ ] [ ]
x

f x
a a

→+∞
= ⇒ =

2 2
3  

 ⇒ ≤ <  → < < ⇒ < <
∉

3
2

4 3
2

4 6 82a a
a

a
�
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 . [ ] [ ]3 4 3+ −= = 3 شود: ، در دو حالت ممکن است حد برابر a
2

∈� اما اگر

دو حالت را بررسی می کنیم:

. پس: a = 6 . در این حالت a
2

3= حالت اول:

 f x x
x

x
x

( )
( )= +

+
= +

+
=6 3

2 1
3 2 1
2 1

3  

f است و لذا: x( ) = 3 f تابع ثابت x( ) یعنی
 lim [ ( )] [ ]

( )x
f x

→ +∞
= =3 3  

a و در نتیجه: = 8 . در این حالت a
2

4= حالت دوم:

 f x x
x x

( ) = +
+

= −
+

8 3
2 1

4 1
2 1

 
در این صورت:

 lim [ (x)] lim [ ] [ ]
( ) ( )x x

f
x→ +∞ → +∞

−= −
+

= =4 1
2 1

4 3  

6 است. 8≤ ≤a a هم قبول است. بنابراین جواب نهایی این مسئلة زیبا = پس8
گزینة1» «.1 

x مثبت است. این حقیقت از  x2 3− ، عبارت x = 3 در همســایگی راســت
y مشخص است: x x= −2 3 جدول تعیین علامت

+ +−

0 3
x x−2 3

x

g و بنابراین: x x x( ) = −2 3 بنابراین اینجا که مشتق راست می خواهیم، داریم:

 lim ( ( ) ( ( ))
lim

( ) ( )

x x

f g x f g
x

f x x f
x→ →+ +

−
−

= − −
−3 3

23
3

3 0
3

 

 =
− − +

− +
+ −

−→ +
lim

( )[
( )

]

x

x x
x x

x x
x3

2
2

22 3 3 3 1
3 1

3 3

3
 

x دارد از راست به صفر میل می کند. این یعنی: x2 3− دقت کنید که

 lim [
( )

( )
] lim [ ]

x x

x x

x x

x
x→ →+ +

− +
− +

= +
+3

2

2 0

3 3 1
3 1

3 1
1

 

 lim [ ] [ ]
x x→

+
+

−
+

= =
0

3 2
1

1 1  
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و بنابراین:

 ( ( )) lim
( )( )

limfog x
x x
x

x
x x x
′ = −

−
= =

= → →
+ + +3 3

2

3

2 3 1
3

2 6  

خودت می دونی که همیشه می تونی ویدیو رو هم ببینی.

گزینة1»4«.1  

lim را به کمک هوپیتال حســاب می کنیم و 
t x

t x x

t x t→

+ −
+ −

3 3 2
2

حاصل حــد

 t x ثابت و f را به دست می آوریم. فقط دقت کنید که در این حد (x) ضابطة
x شبیه به اعداد رفتار می کنیم: متغیر است. یعنی موقع مشتق گرفتن، با

 f t x x

t x t

t x

t x t
t x t x

(x) lim lim
( )= + −

+ −
= +

−

+
−→ →

3 3 232
2

1

3
0

1
2

1
2

 

 =
−

=
−

= − ×

1

3 4
1

2 2
1
2

1

3 4
1

2 2

2
3

2

4

23 23

23
x

x x

x

x

x

x
 

 = − = −2
3

8
16

2
3

1
2

3

4
6 6x

x x
 

. بنابراین داریم: f
x

(x) = −2
3

1
2

6 حالا فهمیدیم که

 lim ( ) ( )
( ) ( )

lim
( ) ( )

( )x x

f x f x
f x f

H f x f x
f x→ →

− +
−

′ − ′ +
′1 1

3 2
1

3 3 2  

=
′ − ′

′
=

′
′

3 3 3
1

2 3
1

f f
f

f
f

( ) ( )
( )

( )
( )

 
 

f محاسبة مشتق آن ساده است: (x) با توجه به ضابطة

 f x
x

x f x x( ) ( ) ( ) (( )( ) ( )= = ⇒ ′ = −
− −2

3
1
2

2
3
2 2

3
1
6

2 26
1
6

7
6  

 = − ⇒
′
′

=
−

−

= × =
−

−

−

2
9
2 2 3

1

2 2
9
6

2
9
2

2 2

6

2

3

7
6

7
6

7
6

7
6

7
6

7( )
( )
( )

( ( ) )

( )

x
f
f

66
6
2

3 3
=  
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نیتروتست فصل 11

گزینة1» « .1 
طبق درســنامة همین فصل، طول نقطه های تماس این خط ها از حل معادلة 

زیر به دست می آیند:
 f x
x

f x
x x
x

x
( )

( )
−

−
= ′ ⇒ + −

−
= +2

1
1

1
2 1

2
 

  ⇒ + − = − − ⇒ =x x x x x2 21 2 1 0 2,  
xC در نتیجه: = 2 xB و بنابراین0=

 y x xB B B= + + =2 1 1  
 y x xC C C= + + =2 1 7  
 A B C= = =( , ) , ( , ) , ( , )1 2 0 1 2 7 در نتیجه: 

بنابراین به کمک فرمول بند کفشی از فصل 4 داریم:

 S = = + + − − − =1
2

1 2
0 1
2 7
1 2

1
2

1 0 4 0 2 7 2| ( ) ( ) |  

گزینة1»3«.1 

 ′′ = +f x x a( ) 6 2 f′′ را حساب کنیم:  x( اول(

 f x x ax bx( ) = + + +3 2 2 y بر نمودار x a= +6 2 پس سؤال می گوید خط
x مماس است. این یعنی: در1=

′ =
+ = + + +





⇒ + + =
− + =






=f

a a b
x ax b

a b
x( ) ( )1 6

6 2 1 2
3 2 6

3

2
1  

 ⇒
+ + =
− =

⇒




+ =
− =

⇒




= =
3 2 6

3
2 3

3
0 3

a b

b a

a b

b a
a b,  

گزینة1»3«.31

. برای  f f( ) ( )4 1
4 1

−
−

] یعنی , ]1 4 f در بــازة x( ) آهنگ متوســط تغییر تابع

0 بگذاریم. x باید f به جای x( )4 − ، در ضابطة f ( )4 به دست آوردن
 x f f= − = + + = ⇒ =0 4 0 0 0 1 1 4 13: ( ) ( )  
 x f f= − = + = ⇒ =3 4 3 9 6 15 1 15: ( ) ( )  

و جواب مسئله می شود:
 15 1

3
14
3

− =  
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گزینة1»4«.41
 x = 5 اول مختصات نقطة تماس را به دســت می آوریــم. طول نقطة تماس
، در رابطة f −1 5( ) y است. برای محاسبة f= +−1 5 5( ) است، پس عرض آن

x را قرار دهید: f مقدار1= x x x( )+ = + +1 2 33

 f f f( ) ( ) ( )2 1 2 4 5 2 5 5 21= + = ⇒ = ⇒ =−  
y اســت. در نتیجــه مختصات نقطة  = + =2 5  پس عرض نقطة تماس7

) است. , )5 7 تماس
 ′ = ′ +−

=y f x x( ( ))1
5 1 حالا برای شیب باید مشتق بگیریم. مشتق ما می شود: 
) را به طور مستقیم بلد نیستیم.  ( ))f x x

−
=′1
5 اما محاسبة

f ترکیب می کنیم: x−1( ) f را با x x x( )+ = + +1 2 33 دو طرف
 x f x x+ = + +−1 2 31 3( )  

حالا مشتق می گیریم:
 1 3 1

3
2 32 1 3= +

+
′ + +−( )( ) ( )x

x
f x x  

 x f f= − − → = + ′ ⇒ ′ =1 1 11 3 1
2

5 5 2
7

( )( ) ( ) ( ) ( )  

. پس معادلة خط مماس می شود: m = + =2
7

1 9
7

بنابراین شیب خط برابر است با

 y x y x y x− = − ⇒ = − + ⇒ = +7 9
7

5 9
7

45
7

7 9
7

4
7

( )  

گزینة1» «.1 
) برابر است با: , ( ))x f x1 1 y در نقطة f= (x) معادلة خط مماس بر

 y f x f x x x x x x− = ′ − = − −( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 1
2

13 6  
 y x x x x x− + = − −1

3
1 1

2
16 3 6( )( )  

 ⇒ = − − − + −y x x x x x x( ) ( )3 6 3 6 61
2

1 1
2

1
3

1  
 ⇒ = − −y x x x( )3 6 21

2
1
3  

x ریشــة مضاعف  x= f حتماً در1 x x x x( ) ( )= − −3 6 21
2

1
3 حالا معادلة

f مماس است(. لذا: x( ) دارد )زیرا خط بر
 x x x x x x x x n3

1
2

1
3

1
26 3 6 2− − − + = − −( ) ( ) ( )  

SMIY jHkøH â¾vÄI£¶ → − = ⇒ = −x n x n x1
2

1
3

12 2( )  
2− است و در نتیجه: 1x بنابراین طول نقطة تقاطع همان

 g x f x g x f x x x( ) ( ) ( ) ( )1 1
32 2 8 12= − ⇒ = − = − +  
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این سؤال ویدیوی جالبی دارد.
گزینة1»3«.1 

ریشة   2 2 1 32x a x mx+ + + =( ) و  x ax mx2 4+ + = معادله های یعنی 
مضاعف دارند.

x a m a m2 24 0 16 0+ − + = ⇒ = − − =( )x ( )∆  
 3 2 1 3 0 2 1 36 02 2x a m x a m+ + − + = ⇒ + − − =( ) ( )  

 ⇒
− =

+ − =




| a m |

| |

4
2 1 6a m

 

پس چهار حالت داریم:

1( a m

a m
a m a m

− =
+ − =

⇒ = = − ⇒ + = −




4
2 1 6

1 3 2,  

2( a m

a m
a m a m

− = −
+ − =

⇒ = = ⇒ + =




4
2 1 6

9 13 22,  

3( a m

a m
a m a m

− =
+ − = −

⇒ = − = − ⇒ + = −




4
2 1 6

11 15 26,  

4( a m

a m
a m a m

− = −
+ − = −

⇒ = − = ⇒ + = −




4
2 1 6

3 1 4,  

a برابر22 است. ویدیو را هم ببینید. m+ پس بیشترین مقدار
گزینة1»3«.1 

در شروع کار نمودارها را رسم می کنیم. دقت کنید که:
 x x x x x x3 2 23 1 1 2 1− + + = − − −( )( )  

x و = +1 2 x و f دارای ســه ریشــه بــه طول هــای1= x( ) بنابرایــن
y به صورت زیر خواهد بود: f x= ( ) x است. پس نمودار = −1 2
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y

x

C

D

A

B

L

L′

1
2

+1 2

−1 2

A را ســؤال داده  مختصات هر چهار نقطه را پیدا می کنیم. مختصات نقطة
f مماس اســت.  x( ) A بر L در . خــط A f= = −( , ( )) ( , )2 2 2 1 اســت:

f′ برابر است. یعنی: ( )2 بنابراین شیب آن با

a f x xL x= ′ = − + ==( ) ( )2 3 6 1 12
2  

 L y: (x ) y x+ = − ⇒ = −1 1 2 3 و بنابراین: 
f را  x( ) L و تابع ، کافی اســت تلاقی دوم خــط B بــرای یافتن مختصات
f را حل کنیم. دقــت کنید، از آن جا که  x x( ) = − 3 بیابیم. یعنــی معادلة
y مماس است، پس معادلة بالا دارای  f x= ( ) x بر = y در نقطة2 x= − 3

x است. = ریشة مضاعف2
 f x x x x xB( ) ( ) ( )− + = − −3 2 2  

⇒ − + = − −x x x x xB
3 2 23 4 2( ) ( )   

با مقایسة ضرایب ثابت دو طرف تساوی اخیر، معلوم می شود که:
 − = ⇒ = −4 4 1x xB B  

البته بهتر اســت دانش آموز عزیز همة ضرایب دو طرف  را با هم مســاوی 
قرار دهد تا این عملیات مهم را بهتر درک کند. حالا هر کاری هم که بکنیم، 
B را می دهد: xB می رسیم که عملًا مختصات نقطة = آخرش به همین1−

 B f= − − = − −( , ( )) ( , )1 1 1 4  
L′ را به  دست آوریم. این جا  ، ابتدا باید معادلة C برای پیدا کردن مختصات نقطة
 ، C L′ برابر1 است. لذا طول نقطة L′ می فهمیم که شیب L و از موازی بودن

′ صدق می کند. همین خیلی خوب است. =f x( ) ، در معادلة1 xCیعنی
 ′ = ⇒ − + = ⇒ − = ⇒ = =f x x x x x(x) x ( )1 3 6 1 1 3 2 0 0 22

IÄ  

 x
A C

A x x= → = =2 2 0,  
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.C x f x fC C= = =( , ( )) ( , ( )) ( , )0 0 0 1 C هم به دست  آمد: پس مختصات
C است. این یعنی:  = ( , )0 1 L′ هم که دارای شیب 1 و گذرنده از خط

′ = +L y x: 1  
، کافی است دقت کنیم که طول نقطة D برای به دست آوردن مختصات نقطة

L′ است. f و خط x( ) D همان تلاقی دوم

 x x x x x x3 2 3 23 1 1 3 0− + + = + ⇒ − =  

 ⇒ − = ⇒ =
↓
x x xD
2 3 0 3( )

´ÃT{Hj Hn xnIÊTºH

 

در نتیجه:
 y f x fD D= = = − + + =( ) ( )3 27 27 3 1 4  

حالا داریم: 
  A B C D= − = − − = =( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )2 1 1 4 0 1 3 4  

برای محاسبة مساحت چهارضلعیABCD مطمئن ترین روش این است که 
آن را به دو مثلث تقسیم کنیم:

 S S SABCD
ABC ACD

= + =

−
− −

−

+

−

−

� �
1
2

2 1
1 4
0 1
2 1

1
2

2 1
0 1
3 4
2 1

 

 = − − − − + − − − = +1
2

8 1 1 2 1
2

2 3 3 8 1
2
12 1

2
12| ( ) | | ( ) | | | | |  

 = + =6 6 12  
ABCD یک متواضی الاضلاع است. تبصره: در واقع

گزینة1»4«.1 

g است. اما  x f x

f x
( )

( )

( )
=

′
2 g را بهتر بشناســیم. از لحاظ ضابطه ای x( ) بیایید

 1
f (x)

این ضابطه خودش چیســت؟ این ضابطه خیلی شــبیه به مشتق تابع
است، اما دقیقاً آن نیست. زیرا:

 (
(x)
)

( )

( )
( )

1
2f
f x

f x
g x′ = − ′

= −  

از این جا می فهمیم که در واقع:
 g

f x
(x) (

( )
)= − ′1  
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1 مشتق بگیریم )و در آخر قرینه کنیم(:
f (x)

حالا معلوم شد که باید از

 1 2
1

1 1
1

1 1 1
1

4 4 2 2

f
x x
x

x
x

x x x
(x)

( ) (x )
( )

( )( ) ( )
(x )

= + −
−

= − + −
−

= − + + −
−

 

 
= − + + +

−
= + + +

⇒ ′= + +

(x )((x )(x ) )
( )

(
(x)
)

1 1 1 1
1

2

1 3 2 1

2
3 2

2

x
x x x

f
x x

 

 ⇒ = − ′ = − + +g x
f x

x x( ) (
( )
) ( )

1 3 2 12  

x بر نمودار k= بحث ســاده تر شد. سؤال می گوید عرض از مبدأ خطی که در
3 است. یعنی: y مماس می شود، برابر g= (x)

 ôi KÃ{ : g (k) ( k )′ = − − = − −6 2 2 6k  
 ôi âï¾²jI÷¶ : y (k) ( k)( ) y k− = − − − ⇒ + + +g x k k2 6 3 2 12  
= − − + + ⇒ = − − + −x k k k y k x k( ) ( ) ( )2 6 6 2 2 6 3 12

áHkL¶ pH Æoø

� ��� ���  

  ⇒ − = ⇒ = ±3 1 3 2
3

2k k  
و در نتیجه:

= شیب خط − − = −2 6 2 12
3

k ∓  

گزینة1»3«.1 
. یعنی y f= −1(x)قــرار دارد. پس f x−1( ) M روی نمودار x y( , )  نقطــة 

M. از طرفی فاصلة این نقطه از مبدأ مختصات هم برابر است  x f x= −( , ( ))1

. تابعی که باید از آن مشــتق بگیریم و آهنگ  g x f x(x) ( ( ))= + −2 1 2 با:
لحظه ای تغییر را حساب کنیم، پیدا شد! حالا داریم:

 ′ = + ′

+
⇒ ′ =

+− −

−

−
g

x f x f x

x f x
g

f f
(x)

( ( ))( ( ))

( ( ))
( )

( )(2 2

2
1 2 2 11 1

2 1 2

1 −−
=

−

′

+

1
1

12 1 1

( ))

( )

x

f

x  

f است. بنابراین: x x x

x
( ) = +

+
2

2
امّا

f a f a
a a

a
a a a a− = ⇒ = = +

+
⇒ + = + ⇒ =1 1 1 2

2
2 2 1( ) ( )  

. دقت کنید که: x f در نقطة1= x−1( حالا برویم سراغ مشتق(
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 f x x x

x
f

x x

x
x( ) ( )= +

+
⇒ +

+
=−2

2
2

2
1  

.kÄoÃ«M ¢Tz¶ →
+ + − +

+

( ( ) ( )( )

( )

2 1
2

2 1
2

2

2 2
x

x
x

x x

x
 

 × +
+

′ =  →
−

× ′ =− = −( ( ))
( ) ( )

( ( ))f
x x

x
fx1 1 12

2
1

5
2
3 1

2
3

9
1 1  

 ⇒ ′ =
−

=−( ( ))f 1 1 9
15
2

3
2

3
2

 

لذا داریم:
 ′ =

+ × ×

+
=g ( )

( )
1

2 2 1 3
2

2 1 1
5

2 2
 

گزینة1» «.1  
β جواب های  α و αβ است، زیرا = α و1− β+ در ابتدا دقت داریم که1=

x هستند. بنابراین: x2 1 0− − = معادلة
 α β α α α αx x x x x x2 2 1 1 1+ + = + + − = + − +( ) ( )( )  
 = + +( )( )α βx x 1  

و:
 β α β β β βx x x x x x2 2 1 1 1+ + = + + − = + − +( )( )  
 = + +( )( )β αx x 1  

بنابراین:
 f x x x( ) | ( x )(x ) | ( )( )= + + + +α β β α1 1  
| هستند. یعنی ( )(x ) |α βx + + =1 کاندیداهای مشتق ناپذیری، جواب های0

. x = − β
α

x و = −1

مضاعــف ریشــة   x = −1 زیــرا دارد،  مشــتق   x = در1−  f (x) تابــع
) است. )( )(x )α β β αx x+ + +1 2

x مشــتق ندارد، زیرا این ریشه با دو ریشة دیگر تفاوت  = − β
α

f در x( ) اما

دارد. زیرا:
1( − ≠ − ⇔ ≠β

α
β α1  
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2( − ≠ − ⇔ ≠β
α

α
β

α β2 2  

f در یک نقطه مشتق ناپذیر است. x( ) بنابراین
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نیتروتست فصل 12

گزینة1» «.1 
نموداری را رسم می کنیم تا به محاسبات ما جهت بدهد.

y

x
L

A P

y x= −1y x= −3

3

1

2 3
Q

R

y برابر1− است، نتیجه  x= −3 y برابر1 و شیب x= از آن جا که شیب1−
. لذا مثلثPQR قائم الزاویه است و این یعنی: PQR� = °90 می گیریم که

 S PQ RQ
PQR
� = ×1

2
| | | |  

R را پیدا کنیم.  P و Q معلوم است، کافی است مختصات = ( , )2 1 مختصات
Q را  P و L اســت، y a x y ax a: ( )− = − ⇒ = − +3 3 3 3 از آن جا که:

y به دست آوریم: x= −3 y و x= L با خط های 1− می توانیم از تلاقی

 P a
aP: x ax a x(a ) a x− = − + ⇒ − = − ⇒ = −

−
1 3 3 1 3 4 3 4

1
 

 ⇒ = − = −
−

−
−

− = −
−

−
−

P x x
a
a

a
a

a
a

a
aP P( , ) ( , ) ( , )1 3 4

1
3 4

1
1 3 4

1
2 3

1
 

 R x ax a x
a

aR: 3 3 3 3
1

− = − + ⇒ =
+

  

 R x
a

a
a

a
a

a aR R= − =
+

−
+

=
+ +

(x , ) ( , ) ( , )3 3
1

3 3
1

3
1

3
1

 

بنابراین:

 | PQ | ( ) ( y) ( ) ( )= + = −
−

− + −
−

−∆ ∆x
a
a

a
a

2 2 2 23 4
1

2 2 3
1

1  

= −
−

+ −
−

= −
−

( ) ( ) | |
a
a

a
a

a
a

2
1

2
1

2 2
1

2 2  

| | ( ) ( ) ( ) ( ) | |RQ x y
a

a a
a
a

= ∆ + ∆ =
+

− +
+

− = −
+

2 2 2 23
1

2 3
1

1 2 2
1
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بنابراین تابعی که می خواهیم، مینیمم آن را به دست آوریم، چنین است:

 S a
a

a
a

a

a
= −

−
× −

+
= −

−
1
2

2 2
1

2 2
1

2
1

2

2( | | | |)
( )

| |
 

− است، زیرا قرار است خط ها تلاقی داشته باشند. پس: < <1 1a بدیهی است که

 S a

a
= −

−
( )2
1

2

2  

minf(x) را حســاب  . حالا باید f x x

x
( )

( )= −
−
2

1

2

2 − ؛ < <1 1x در نتیجــه
کنیم:

 ′ = − − + −
−

=f x
x x x x

x
( )

( )( ) ( )

( )

2 2 1 2 2
1

0
2 2

2 2  

⇒ − − + − = − − =( )( ( )) (x )( x)x x x x2 2 2 2 2 2 2 4 02  

 ⇒ = =  → =− < <x x xx2 1
2

1
2

1 1
IÄ  

و در آخر داریم:

 minf(x) f( )
( )

( )
= =

−

−
=1

2

1
2

2

1 1
2

3
2

2
 

گزینة1»3«.1 
 قدرمطلق ها را در کاربرد مشتق، همیشه چندضابطه ای کنید و اگر توانستید 

رسم کنید. هیچ وقت مستقیماً با خود قدرمطلق سؤال را حل نکنید.

 f x ax x

ax x x

ax x x

ax x x

( ) | |= + − =

+ − ≥

− + − < <

+ − ≤ −










2

2

2

2
1

1 1

1 1 1

1 1

 

اول نقاط مرزی را بررسی می کنیم و بعد سراغ ضابطه ها می رویم. دقت کنید 
f پیوسته است. پس در نقاط مرزی جهشی ندارد و اتفاق خاصی  x( ) که تابع

از لحاظ مینیمم یا ماکزیمم نسبی رخ نمی د هد. اما برای ضابطه ها داریم:

 x f x x a≥ ⇒ ′ = + ⇒1 2( )  +−

x

f (x)

f (x)′

a− 2
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x می نیمم نسبی داریم. ولی این موضوع نیازمند این است که a= −
2

یعنی در

f در همان  x( ) a باشد، < a باشد. خلاصه این که اگر2− < − یعنی2− >a
2

1

ضابطة اول یک مینیمم نسبی دارد.
در ضابطة دوم داریم:

− < < ⇒ ′ = − ⇒1 1 2x f x a x( ) + −

x

f (x)

f (x)′

a
2

 

 ، f x( ) x ماکزیمم نســبی دارد. مــا می خواهیم a=
2

f در x( )  این یعنــی
. این یعنی  a

2
1 1∉ −( , ) ماکزیمم نسبی نداشته باشد. پس باید کاری کنیم که

. در ضابطة سوم داریم: a∉ −( , )2 2

 x f x x a< − ⇒ ′ = − ⇒1 2( ) +−

x

f (x)

f (x)′

a
2

 

x مینیمم نسبی دارد. شرط هم این است که a=
2

f در x( ) که باز هم یعنی
) نباشد و این که , )−2 2 a باید عضو . نتیجه این که a > ، یعنی2 − < −a

2
1

 a = 2 | باشد. ولی حالت |a > . به زبان ساده تر، کافی است2 a < −2 a یا > 2
a را هم باید بررسی کنیم که کاری بسیار ساده است. = −2 و

 a f x x

x x x

x x x

x x x

= ⇒ = + − =

+ − ≥

− + + − < <

+ − ≤ −




2 2 1

2 1 1

2 1 1 1

2 1 1

2

2

2

2
( ) | x |





 

y

x

2

1
−2

−1

مینیمم دارد، ماکزیمم ندارد.
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 a f x x x

x x x

x x x

x x x

= − ⇒ = − + − =

− − ≥

− − + − < <

− − ≤ −



2 2 1

2 1 1

2 1 1 1

2 1 1

2

2

2

2
( ) | |







 

y

x
1

مینیمم دارد، ماکزیمم ندارد.
| است. |a ≥ در نتیجه جواب نهایی مسئله2

گزینة1» «.31

A اکسترمم نسبی این تابع است نتیجه می گیریم که a a= +( , )1 از این که 
′ است یعنی: =f a( ) f و0 (a) a= +1

 f

f a

a a a b a

a a

(a) a

( )

( )

( )

= +
′ =





⇒
− + + = +

− + =







1
0

2 1

3 2 0

3

2
 

b را  a به دست می آید. فعلًا − یا1= 2
3

3 به راحتی 2 02a a− − = از معادلة

a پذیرفته نشود. اگر حســاب نکنیم، چون قرار اســت یکی از این دو مقدار
a باشد، داریم: =1

f x x x b

f x x

( )

( )

= − +

⇒ ′ = −
⇒

3

2
3

3 3
 

x واقعاً مینیمم  a= x مینیمم نسبی دارد. یعنی در در این حالت تابع در1=
a شرایط مسئله را برقرار می کند. نسبی داریم و لذا تا این جا فهمیدیم که1=

a می  بینیم با این که  = − 2
3

a قابل قبول نیست، زیرا با قراردادن = − 2
3

ولی

+ +−

x

f (x)

f (x)′

−1 1
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) یک اکسترمم نسبی است ولی از نوع ماکزیمم نسبی  , ) ( , )− = +2
3

1
3

1a a

است نه مینیمم نسبی:

 
a f x x x b

f x x

= − ⇒ = − +

⇒ ′ = −

2
3

4
3

3 4
3

3

2

( )

( )
 

 f x( ) a در a قابل قبول است. با قرار دادن1= پس در این مســئله فقط1=
f داریم: a a( ) = و در1+

 f x x x b b bf( ) ( )= − +  → − + = ⇒ ==3 1 23 1 3 2 4  
 f x( ) حالا از جدول تعیین علامت حالت اول معلوم است که ماکزیمم نسبی

f است. ( )− =1 6 همان
گزینة1»3«.41

y به سادگی رسم می شود: x= −32 4 منحنی

مختصات نقاط ساده است.
 A B x C x D(x , ) , (x , ) , ( , ) , ( , )0 32 4 0 32 4 0 0= − = − =  
 P AD AB x x= + = + −2 2 32 4( ) ( ) بنابراین محیطABCD می شود: 

f هستیم: x x x( ) ( )= + −2 32 4 پس دنبال ماکزیمم تابع

 ′ = −
−

= ⇒ − =f x
x

x( ) ( )2 1 4
2 32 4

0 32 4 2  

 ⇒ − = ⇒ =32 4 4 7x x  
در نتیجه:

 max maxf(x) f( ) ( )P = = = + − =7 2 7 32 28 18  

گزینة1» «.1 
هستند( و  x =1، −1 ، 2  ، −2 ، 3 ، −3 به کمک ریشه های تابع )که همان
اکسترمم هایش، نمودار تابع را رسم می کنیم. پس ابتدا اکسترمم های تابع را 

به کمک مشتق پیدا می کنیم:

f x x x x f x x x x( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )= − − − ⇒ = − + −2 2 2 4 2 21 4 9 5 4 9  

+ +−

x

f (x)

f (x)′

2
3− 2

3

y

x
A

BC

D 8

32
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⇒ = − + −f x x x x( ) 6 4 214 49 36  
⇒ ′ = − + = − +f x x x x x x x( ) ( )6 56 98 2 3 28 495 3 4 2  
= − −2 3 7 72 2x x x( )( )  

′ = → = ± ±f x x( ) , ,0 0 7
3

7  

+− +− +−

x

f (x)

f (x)′

− 7 −
7
3 0

7
3 7

E مینیمم  f C f( , ( )) , ( , ( ))− −7 7 0 0 و A f( )),7 7 بنابراین تابع در

D f B f( , ( )) , ( , ( ))− −7
3

7
3

7
3

7
3

نسبی دارد. همچنین تابع در 

ماکزیمم نســبی دارد. با یک عدد گذاری ســاده مشــخص می شــود که
ضمــن در  و   E( , )− −7 36 و  C( , )0 36− و  A( , )7 36−

)D هستند. , )− 7
3

400
27

)B و , )
7
3

400
27

بنابراین نمودار تابع به شکل زیر می شود:
y

x

C

1 3−1−3

AE

BD
400
27

−36

x است، متوجه می شویم: y موازی محور k= با توجه به این که خط
k تلاقی ندارند. < ـ به ازای36−

3 نقطه تلاقی دارند. k در = ـ به ازای36−

6 نقطه تلاقی دارند. − در < <36 400
27

k ـ به ازای

4 نقطه تلاقی دارند. k در = 400
27

ـ به ازای
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2 نقطه تلاقی دارند. در k > 400
27

ـ به ازای 

k این دو نمودار 3 نقطة تلاقی دارند. = −3 پس فقط به ازای

گزینة1» «.1 
. ′ =f ( )2 x اکسترمم نسبی دارد یعنی0 = تابع در2

f x
x a

x
f x

x x x a

x
( ) ( )

( ) ( )

( )
= +

+
⇒ ′ = + − +

+
4

1
4 1 2 4

12

2

2 2  

′ = → − − +
+

= − − =f a a( ) ( ) ( )

( )

2 0 2

2 2 2
4 2 2 2 4

2 1
4 12
5

0  

⇒ = − ⇒ ′ = − + +
+

a f x
x x

x
3 4 6 4

1

2

2 2( )
( )

 

اکنون مشتق تابع را مساوی با صفر قرار می دهیم:

− + + = ⇒ = −4 6 4 0 2 1
2

2x x x ,  

⇒
 → = ⇒

 → − = − ⇒ − −







=

= −

x

x

f A

f B

2

1
2

2 1 2 1

1
2 4 1

2 4

( ) ( , )

( ) ( , )
 

y است. x= −2 3 B به صورت A و معادلة خط گذرنده از
گزینة1»4«.1 

می دانیم که صعودی یا نزولــی بودن تابع، با انتقال دادن آن تابع هیچ تغییری 
f را در نظر می گیریم که محاسبات بسیار ساده تری دارد. (x a)+ نمی کند. ما تابع

 g x f x a x a x( ) ( ) ( )= + = + − + −1 12 x ؛  ≥0  

. می شود: ′ ≥g x( ) x داشته باشیم0 حالا می خواهیم برای0≤

 ′ = + − + = + + − ≥g x x a
x

x
x

a( ) ( ) ( )2 1 1
2

2 1
2

2 1 0  

x برقرار باشــد، کافی اســت که ′ بــرای هــر0< ≥g x( ) بــرای این که0
min باشد. پس: ( )′ ≥g x 0

 min ( ) : ( )′ ′′ = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =g x g x
x x

x x x0 2 1
4

0 1
8

1
4
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لذا:

 min (x) g ( ) ( )′ = ′ = + + − ≥ ⇒ − + ≥ ⇒ ≥g a a a
1
4

1
2

1 2 1 0 1
2

2 0 1
4

 

گزینة1» «.1 
x را  f xf x+ + = +(x) ( ) 2 y باشــد. ما رابطة1 f x= ( فرض کنید(
g را به دست آوریم. پس در  x x f x( ) ( )= + داریم و می خواهیم مینیمم تابع
 ′ = + ′ = ⇒ ′ = −g x f x f x( ) ( ) ( )1 0 1 ′ را حل کنیم:  =g x( ) شروع باید0
′ اســت. فرض  = −f x( ) x رخ می دهد که1 min برای مقداری از ( )g x لذا
. با مشتق گرفتن از دو طرف رابطة ′ = −f x( )0 کنیم این مقدارx0 باشد. پس1

، داریم: x f xf x+ + = +(x) ( ) 2 1

 1
2 2

0+ ′
+

+ + ′
=f x

x f x

f

xf x

( )

( )

(x) xf (x)

( )
 

 x x f x

x f x

f x x f x

x f x
= →

+ ′
+

+
+ ′

=0 1
2 2

00

0 0

0 0 0

0 0

( )

( )

( ) ( )

( )
 

′ =− → +
−

= ⇒ =f x f x x

x f
f x x( ) ( )

(x )
( )0 1 0 0

0 0
0 00

2
0  

f را داریم. این یعنی: x x( )0 0= پسx0 عددی است که برای آن تساوی

 x f x xf x+ + = +( ) ( ) 2 1  
x x x f x x f x= → + + = +0

0 0 0 0 2 1( ) ( )  

 f x x
x

x x x x(x )0 0 0
0

2 2 1 2 2 10 0
2 2 0

0 0 0
= ≥

≥
 → + = +  → + = +  

 ⇒ = + − ⇒ = + + − +2 2 1 2 3 2 2 2 2 10 0 0 0
2

0x x x x x( ) ( )  

 ⇒ − + + + =x x0
2

02 2 2 3 2 2 0( )  

 ⇒ − − − = ⇒ = = +( )( )x x x x0 0 0 01 3 2 2 0 1 3 2 2IÄ  

 ·jo¨ ¦a

Â²I§ÄjHn 
á
¾²jI÷¶ nj

 → =x0 1  

f و در نتیجه: x( ) x0 0 1= = x0 پس 1= لذا

 min (x) g(x ) g( )g = = =0 1 2  
گزینة1»4«.1 
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ســؤال پردردســر ولی مهمی اســت. اول راه حل باید دقت کنیم که ریشة 
x ریشة a= − x اســت و تحت هیچ شــرایطی a= − ) برابر )x a+ عبارت
. حواس خود را روی ریشه های a a2 2 1 1 0− + = ≠ x نیست. زیرا ax2 1+ +

x متمرکز می کنیم. ax2 1+ +
x دارای دو ریشه باشد. این یعنی: ax2 1+ + حالت اول:

 ∆ = − > ⇒ > < −a a a2 4 0 2 2∪  
a− است  ) برابر )x a+ a را بررســی می کنیم. در این حالت ریشة > اول2
β اســت که  α و x دارای دو ریشــة منفی ax2 1+ + . از طرفی − < −a و2
، در  y f x= ( ) a− بیشترند. این یعنی نمودار معکوس هم هستند و هر دو از

این حالت، به صورت زیر است:
y

x
a− α β

همان طور که می بینید، در این حالت چهار نقطة بحرانی داریم.
a را بررسی می کنیم، دقیقاً مانند حالت قبل. نمودار به صورت زیر است: < حالا2−

y

x
a−α β

در این حالت هم چهار نقطة بحرانی داریم.
x دارای ریشة مضاعف باشد. یعنی: ax2 1+ + حالت دوم:

 ∆ = − = ⇒ = −a a2 4 0 2 2IÄ  
a باشد، آن گاه: = 2 اگر

 f x x x x( ) ( ) | (x ) | ( )( )= + + = + +2 1 2 12 2  
در این حالت دو نقطة بحرانی داریم. به نحو کاملًا 

a هم دو نقطة بحرانی داریم. = −2 مشابه برای

y

x
−1

−2
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 : ∆ x ریشه نداشته باشد. یعنی0> ax2 1+ + حالت سوم:
 a a a2 24 0 4 2 2− < ⇒ < ⇒ − < <  

لــذا و  اســت  مثبــت  x همــواره  ax2 1+ + عبــارت ایــن حالــت  در 
. حالا داریم: | |x ax x ax2 21 1+ + = + +

 f x x a x ax( ) ( )( )= + + +2 1  
در این حالت مشتق می گیریم:

 ′ = + + + + +

= + + +

f ax x a x a

x ax a

(x) (x ) ( )( )1 1 2

3 4 1

2

2 2
 

معادلة درجة 2 هم که حداکثر دو جواب دارد. پس کلًا، تحت هیچ شــرایطی 
سه نقطة بحرانی نداریم.

گزینة1»2«10 .
همــه می دانیم که انتقــال اندازه ها را تغییر نمی دهد. در این مســئله تابع ما

، به ضابطة g x f x( ) ( )= + −3 2 f است. با انتقالِ x x
x x

( ) = −
−

= −
−

2 8
3

2 2
3

′ را می خواهیم: ′ ′ ′A B C D 2− می رسیم. پس در واقع مساحت چهارضلعی
x

y

x

M

N
A′

B′

C′

D′

k باشد. این یعنی: ′ برابر ′D C A′ و B'فرض کنید شیب خط های

 ′ = ′ = ⇒ = =f x f x k
x x

kM N
M N

( ) ( )
2 2

2 2  

 ⇒ = − =x
k
x

kM N
2 2
,  
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 ⇒

= − ⇒ = −

= − ⇒ = −














M x
x

M
k

k

N x
x

N
k

k

M
M

N
N

( , ) ( , )

( , ) ( , )

2 2 2

2 2 2

»  

D′ چنین است: C′ و A′ و B′ و بنابراین معادلة خط های گذرنده از

 ′ ′ − = +A B y k k x
k

: ( )2 2  

 ′ ′ + = −C D y k k x
k

: ( )2 2  

D′ ســاده اســت. ابتدا به کمک  C′ و ، ′B ، ′A و حالا پیدا کردن مختصات
′ داریم: ′A B معادلة خط

 ′ = − = = ⇒ ′ =B x y k k
k

k B k: , ( , )0 2 2 2 0 2 2  

 ′ = ⇒ − = + ⇒ − =A y k k x
k k

x: ( )0 0 2 2 8  

 ⇒ ′ = −A
k

( , )
8 0  

′ داریم: ′C D حالا به کمک خط

 ′ = ⇒ = − ⇒ =C y k k x
k k

x: ( )0 2 2 8  

 ⇒ ′ =C
k

( , )
8 0  

 ′ = ⇒ + = − = −D x y k k
k

k: ( )0 2 0 2 2  

 ⇒ = − − ⇒ ′ = −y k k D k2 2 0 2 2( , )  

از آن جا که دو قطر چهارضلعی بر هم عمود هســتند، پس مساحت آن نصف 
حاصل ضرب دو قطر است.

 S A C B D
k

k= ′ ′× ′ ′ = =1
2

1
2
2 8 4 2 16( )( )  
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نیتروتست فصل 13

گزینة1» « .1 

) با معنی باشــند،  , )a a− 2 2 ) و , )
2 1
a
a + اولاً برای این که بازه های

لازم است که:
 

2 1

2 2

2 1 0

2
a

a

a a
a

a

a

< +

− <






⇒

− − <

− <






 

 ⇒
− − <

− <






⇒

− + − <

− <







2 0

2

2 1 0

2

2a a
a
a

a a
a

a

( )( )
 

⇒ ∈ − + ∞a ( , ) ( , )2 0 1∪  
) باشد، لازم است که: , ) ( , )

2 1 2 2
a
a a a+ ⊆ − در ادامه برای این که

 
2 2

1 2

2 2 0

1

2

a
a

a a

a a
a

a

≥ −

+ ≤
⇒

− + ≥

<















 

a مثبت اســـت. لـــذا نامعادلة a می فهمیم دقت کنید که از1≤
2. با مربع کامل کردن  2 02− + ≥a a 2 معادل است با 2 0

2− + ≥a a
a

یا دلتا داریم:
 2 2 3 1 0 3 1 3 12 2 2− + = − − > ⇒ > − ⇒ > −a a a a a( ) ( ) | |  

| است. در نتیجه: |a a− = −1 a است، سپس1 ولی1<
 3 1 3 1> − ⇒ + >a a  
 a∈ +[ , ]1 3 1 با اشتراک گرفتن داریم: 

گزینة1» «.1 

sinα همگی مثبت  cosα و tanα و α حاده اســت، پــس چون
هستند. شرط دنبالة هندسی را اعمال می کنیم:

 sin tan cos
sin
cos

cos sin cosα α α α
α

α α α= ⇒ = ⇒ =2
2

2 2 3  

 ⇒ − = ⇒ = +1 12 3 3 2cos cos cos cosα α α α  
cosα=

< <
 → = +t

t
t t0 1
3 21  
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0 چند  1< <t t با شــرط t3 2 1+ = بنابراین بایــد بفهمیم معادلة
g توجه  x x x x( ) ; ( , )= + ∈3 2 0 1 جــواب دارد. برای این کار به تابع
 ′ = + ∈ ⇒ ′ >g x x x x g x( ) ; ( , ) ( )3 2 0 1 02 می کنیم. دقت کنید که: 
g به صورت  x( ) g اکیداً صعودی اســت. این یعنی نمودار x( ) پس 

زیر است:
همان طور که می بینیــد، این نمودار و 

y فقط یک نقطة تلاقی دارند. خط1=
α با ویژگی های  پس فقط یــک زاویة

مورد نظر وجود دارد.

گزینة1»3«.31

tan) دنباله های حسـابی اند،  , , cot )2 2α αk tan) و , , cot )α α2 چون
tan پس: cot

tan cot

α α
α α
+ =
+ =





4
2 2 2k

 
tan داریم: cotα α+ = 4 از

 tan cot
tan

α α
α

+ =  → + =
=

4 1 4t¼§÷¶ RnILø »j j¼]»

t
t
t

 
 ⇒ − + = ⇒ = + = −t t t t2 4 1 0 2 3 2 3IÄ  
 ⇒ = + − ⇒ = ° °tanα α2 3 2 3 75 15IÄ IÄ  
 ⇒ = ° °⇒ + = °+ ° °+ °2 150 30 2 2 150 150 30 30α α αIÄ IÄtan cot tan cot tan cot

از این جا نتیجه می گیریم که:
 2 3

3
3 3

3
3 2 3

3
2 3
3

2
3

k k k= − − + ⇒ = − ⇒ = ±IÄ IÄ  
گزینة1»4«.41

60 درصد جامعه  زن هستند. پس40 درصد آن مرد هستند. از طرفی
16 درصد کارمندان،  20 درصد جامعه کارمند هستند. از طرف دیگر
مرد هســتند. یعنی16 درصد از20 درصد جامعه که کارمندند، مرد 
84 درصد کارمندان، زن هستند. )نه 4 درصد!( حالا باید  هستند. لذا
ببینیم این84 درصد کارمندان، چند درصد زنان را تشکیل می دهند:
84 درصد کارمندان 84

100
20
100

16 8= × = / %  

y

x

y g(x)=2

1

y =1
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 16 8 60 16 8
60

0 28/
/

/% %= × ⇒ = =x x  
گزینة1» «.1 

a می گیریم. داریم: at at, , 2 سه جملة اول این دنباله را
 a at at+ + =2 26  
a است.  at at+ + +3 4 22, , دنبالة جدیدی که صورت سوال دارد می سازد

برای این که این دنباله هم هندسی باشد، لازم است که:
 ( )( ) ( )a at at+ + = +3 2 42 2  
⇒ + + + = + +a t a at a t at2 2 2 2 22 3 6 8 16  

 ⇒ − + − =3 8 2 10 02at at a  
پس یک دستگاه داریم:

 at at a

at at a

at at a

at at a

2

2

2

2
26

2 8 2 10

3 3 3 78

3 8 2 1

+ + =

− + =






⇒

+ + =

− + = 00






 

  kÃ¹¨ I¿¹¶ → + = ⇒ =
+

11 68 68
11 1

at a a
t

 

a داریم: at at+ + =2 a در معادلة26
t

=
+

68
11 1

با قرار دادن

 68
11 1

68
11 1

68
11 1

26 68 1
11 1

26
2 2

t
t
t

t
t

t t
t+

+
+

+
+

= ⇒ + +
+

=( )  

  34 1 13 11 1

34 109 21 0

2

2
( ) ( )t t t

t t

+ + = +

⇒ − + =
 

 ⇒ − − = ⇒ =( )( )34 7 3 0 3 7
34

t t t IÄ  

. در نتیجه: t = 3 . لذا t چون دنبالة ما صعودی است، پس1<
 a

t
a=

+
⇒ =68

11 2
2  

) است  , , )5 10 20 ) اســت. پس دنبالة جدید , , )2 6 18 دنبالة قدیم
35 اســت و قدر نسبت آن  که مجموع جملات دنبالة جدید برابر

هم 2 است.
گزینة1»3«.1 
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1 است.  1 4
2

+ + n x برابر با x n2 0− − = می دانیم ریشــة مثبت
) تشــکیل  , , )a a ap q r . حالا می خواهیم a n

n = + +1 1 4
2 لذا

. چند جملة  a a ap q r< < دنبالة حسابی اکیداً صعودی بدهند، لذا
an را می نویسیم تا به دید بهتری از سؤال برسیم: اول

1 5
2 2 1 13

2
1 17

2
1 21

2 3 1 29
2

+ + + + +, , , , , ,  

, , , , , , ,1 33
2

1 37
2

1 41
2

1 41
2

1 45
2 4+ + + + + …  

) تشــکیل دنبالة حســابی می دهند. از  , , )2 3 4 دقت کنید که
طرفی هیچ ســه جملــة دیگری از جملات بالا تشــکیل دنبالة 
حســابی نمی دهند، زیرا اگر دنبالة حســابی وجود داشته باشد، 

لازم است که:

( , , )
1

2
1

2
1

2 1 2 1+ + + ⇒ + + = +a b c a c
b  

⇒ + =a c b2  
⇒ + + = ⇒ = − −a c ac b ac b a c2 4 4

2  
ac عـددی گویـا باشـد  لازمـة ایـن تسـاوی ایـن اسـت کـه
از دوتایـی  هیـچ  باشـد،  کامـل  مربـع   acیعنـی ایـن  کـه 
5 مربـع کامـل نیسـت، به جـز 13 17 21 29 33 37 41 45, , , , , , , ,

c باشـد. امـا در ایـن حالـت  = 45 a و  = 5 . پـس بایـد 45 5,
نیـز داریـم:

( , , )
1 5

2
1

2
1 45

2
+ + +b  

⇒ + + + = + ⇒ + = + ⇒ =1 5 1 3 5
2 1 1 2 5 1 20b b b  

1 نداریم! 20
2

+ ولی در اعداد بالا
) اســت و  , , )2 3 4 بنابرایــن کوچک تریــن جواب ممکن همان

ar برابر4 است. که این یعنی: کمترین مقدار
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a
r

r rr = ⇒ + + = ⇒ + = ⇒ =4 1 1 4
2 4 1 4 49 12  

r برابر12 است.  یعنی کمترین مقدار
گزینة1» «.1 

) داریم: a , )5 2− a a عددی طبیعی است و شرط بازه بودن از آن جا که
 5 2 5

3
2− < ⇒ <  → ≤∈a a a aa �  

5 فرد است. پس اعداد فرد  − a a عددی زوج باشد، آن گاه حالا اگر
. این یعنی باید: 9 − a 7 و − a ) عبارت اند از , )5 2− a a موجود در بازة

 9 2 11 9 3 11 3 11
3

− < < −  → < < ⇒ < <+a a a a aa  

) فاقد عدد طبیعی اســت. پس در این حالت به  , )3 11
3

ولــی بازة
جوابی نمی رسیم.

 ( , )5 2− a a a عددی فرد باشــد، اعداد فرد موجــود در بازة اگــر
. لذا باید: 8 − a 6 و − a عبارتند از:

 8 2 10 8 3 10 8
3

10
3

3− < < −  → < < ⇒ < <  → =+ ∈a a a a a aa a �  

) می رسیم که شامل دو عدد فرد 3  , )2 6 a به بازة = 3 با قرار دادن
و 5 هستند.

گزینة1» «.1 

 ( )n k= +2 1 های فرد n ) و )n k= 2 های زوج n ابتدا دنباله را برای
به صورت دو ضابطه ای می نویسیم:

a
n n n n n k

n n n n n k
n =

+ = + =

− = − = +







2

2
2 2 2

2 2 2 1

( ) ;

( ) ;
 

های زوج داریم: n اکنون برای
1 1

2 4
1
2
1
2

1
42a

=
×

= −( )  

1 1
4 6

1
2
1
4

1
64a

=
×

= −( )  
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1 1
6 8

1
2
1
6

1
86a

=
×

= −( )  

1 1
8 10

1
2
1
8

1
108a

=
×

= −( )  
به سادگی مشخص است که:

1 1 1 1 1
2
1
2

1
10

1
52 4 6 8a a a a

+ + + = − =( )  
های فرد داریم: x همچنین برای

1 1
1

1
1a

=
−

= −  
1 1

3 1
1
2
1
1

1
33a

=
×

= −( )  
1 1

5 3
1
2

1
3

1
55a

=
×

= −( )  

a7
1

7 5
1
2
1
5

1
7

=
×

= −( )  

a9
1

9 7
1
2
1
7

1
9

=
×

= −( )  
باز هم به سادگی مشخص است که:

1 1 1 1 1 1 1
2
1 1

9
5
91 3 5 7 9a a a a a

+ + + + = − + − = −( )  

1بنابراین پاسخ برابر است با:
5

5
9

16
45

+ − = −  
گزینة1» «.1 

دقت کنید که:
 C x x A x x5 53 2 3 2 1

5
6= ∈ = ∈{ | } { | ( , )}  

 = ∈ ={ | ( , )} ( , )3 1
10

3 3
10

9x x  
و از طرفی:

 B x x A x x11 112 3 2 3 1
11

12:{ | } { | ( , )}∈ = ∈  

= ∈ ={ | ( , )} ( , )2 1
33

4 2
33

8x x  
حال با رسم محور داریم:

بنابراین:
B11

C5

8 92
33

3
10
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 C B5 11 8 9− = [ , )  
گزینة1»3«.1  

. در  f x ax b( ) = + f تابعی خطی اســت، پس فرض کنید x( چون(
f است. حالا داریم: x

x b
a

− = −1( ) این صورت
f a f a f

f f a f

− − −+ =
+ =







1
5

1
7

1

18

2 10
10 2 3 20
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
 

f خواهیم داشت: x−1( f و( x( ) که با جای گذاری در
a b
a

a b
a

b
a

a b a a b a b

5 7

18

2 10

10 2 2 3 20 3

−
+

−
= −

+ + + = +







( )

( ) ( )
 
 

⇒
+ − = −

+ =




⇒
+ =
+ =





a a b b

a a a

a a

a
5 7

18

5 7

18

2 20 2
10 2 60

20
10 2 60( )

 

a اســت. لذا  a a5 7 62+ = اما می دانیم که در دنباله های حســابی،
داریم:

2 20
2 5 60

10
5 30

10
25

6

18

6

18

6

18

a

a

a

a

a

a

=
+ =

⇒
=

+ =
⇒

=
=















 ( )
 

d باشد. در  حالا فرض می کنیم که قدر نســبت دنبالة حســابی
a و در نتیجه داریم: a d18 6 12= + این صورت

25 10 12 15
12

5
4

= + ⇒ = =d d  
در انتها داریم:

a a d16 18 2 25 5
2

22 5= − = − = /  
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نیتروتست فصل 14

گزینة1»4« .1 
شکل مناسبی رسم می کنیم:

CHB به حالت یک ضلع و یک  دو مثلثCHM و
زاویه در مثلث قائم الزاویه هم نهشــت هســتند. لذا

BM را  . حالا BC AC=
2

. ایــن یعنی BC MC=

CD دقت کنیم: فراموش کنیم و به
AC و D از C است، پس فاصلة چونCD نیمساز
DH. بنابراین: DH1 2= AB مساوی است. یعنی

 AD
DB

S

S

DH AC

DH BC

AC
BC

ADC

CDB

= =
×

×
= =

�

�

1
2
1
2

2
1

2

 

کار تمام است.
گزینة1» «.1 

AD و C وصل می کنیم و اســم تقاطع B به از
P بگذاریم: CE را هم

و  AD AE= = 3 که کنیــــــد  دقــــــت 

 BAC
�

بنابراین AB اســــــت.  AC= = 3 3
قائم الزاویة متساوی الســــــاقین است. این یعنی

. حالا داریم: C�1 45 30 15= ° − ° = °

 BP
PD

S

S

BC CP

PC DC

BC
DC

CPB

CDP

= =
× × °

× × × °
= °�

�

1
2

15

1
2

30

2 15sin

sin

sin  

DC. پس:  = −3 3 3 BC و = =( )3 3 2 3 6 از طرفی

 BP
AD

= °
−

=

− °

−
2 3 6 15
3 3 1

2 6 1 30
2

3 1
( )sin

( )

cos

 

 =

−

−
=

−
−

= −
−

2 3 2 3
2

3 1
6 2 3

3 1
12 6 3
3 1

2( ) abx»n  

A

D
M

H

B C
A

D

B C

H1

H2

A
D

C

E

B

P
1
°30
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 ( ) ( )3 3
3 1

3 3
3 1

3 3 1
3 1

3
2−

−
= −

−
= −

−
=  

PD و داریم: x= BP و x= 3 بنابراین

 BD BP= + = ⇒ =
+

⇒ =
+

( )x x3 1 6 6
3 1

6 3
3 1

 

و در نهایت داریم:
 S S S

BAD BEP
Â«ºn

= −� �  

= × × − × − ×
+

°1
2

3 3 3 1
2

3 3 3 6 3
3 1

30( ) ( )sin  

 = − − ×
+

9 3
2

3 3 1 6 3
4 3 1

( )

( )
 

 = − − × = − −9 3
2

3 3 1 6 3
8

9 3
2

3 2 3 3 3
2

2( ) ( )  

 = − − = − + = −9 3 9 3 2 3
2

9 3 18 3 27
2

27 9 3
2

( )  
گزینة1»3«.31

AE را امتداد می دهیم تا ضلع خطوطAD و 
G قطع کنند. F و  BC را به ترتیب در

FCD درحالـت دو زاویـه  دو مثلـثACD و
و ضلـع بیـن هم نهشـت هسـتند، پس:

CF AC= = 7  
GBE در حالت دو زاویه و ضلع بین هم نهشــت  همچنین دو مثلثABE و 
BG AB= = 9 هستند، پس: 
GF BG CF BC= + − = + − =9 7 10 6 بنابراین: 

 AG AF و  E وسط اضلاع D و اکنون در مثلثAGF توجه کنید که نقاط
هستند. طبق قضیة تالس در این مثلث داریم: 

DE
GF

AE
AG

DE
DE= ⇒ = ⇒ =

6
1
2

3  
 گزینة1»3«.41

x

B C
F

1 1
2 2

AE D

BC

A

E D

G F
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از خطوط موازی و مورب کمک می گیریم:

 DE BC B D

AB AD B D
B B

|| ⇒ =

= ⇒ =






⇒ = = °

� �

� �
� �1

2
1 2 30  

DE BC C E

AC AE C E
C C

|| ⇒ =

= ⇒ =






⇒ = = °

� �

� �
� �1

2
1 2 40  

B و C هستند.  ، خطوطBF و CF نیمسازهای دو زاویة ABCبنابراین در مثلث
 AF از طرفی چون در هر مثلثی، نیمسازها همرس هستند، نتیجه می گیریم

ABCنیمساز است. 

ACB
BAC

�

�
�= ° + ° = °

= ° + ° = °






⇒ = °

30 30 60
40 40 80

40  

x
BAC= = °
�

2
20  

گزینة1»3«.1 
ابتدا به این شکل دقت کنید. می خواهیم کلی 

هندسه یاد بگیریم:
AF و ضلع  a= DE و  b= فــرض کنیــد
tan و aβ =

8
8 باشــد. در این صورت مربع هم

 MPF . لذا در مثلــث قائم الزاویة tanα = b
8

داریم:

 PF
MP

a MP
AP

b= =
8 8
,  

حالا داریم:

 

AP PF a

PF
a

AP
b

a
b

MP
a

a
b

+ =

=

=















⇒ + = ⇒ =
+8

8
8

8

8
8(MP)

(MP)

( )MP a  

در شکل موردنظر این مسئله باید چهار پاره خط 
MP را به دست بیاوریم: شبیه به
اندازه ها را هم که داریم بنابراین:

 M P M P1 1 2 2
1

1
8

8
3

24
67

4
4
8

8
1

8
17

=
+

= =
+

=,  

A B

CD
E

F

R

P Q
M

S

α

β

β

A B

CD
E

F
H

G

M1

M2

M3

M4

P1

P2

P3

P4
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M P M P3 3 4 4
2

2
8

8
4

8
9

3
3
8

8
2

24
35

=
+

= =
+

=,  

حالا می فهمیم که:
S M P AH
AM H1

1
2

12
671 1� = × × =  

 S M P BG
BM G2

1
2

1
2

8
17

4 16
172 2� = × × = × × =  

 S
CM F3

1
2

8
3

2 8
3� = × × =  

 S
DM E4

1
2

24
35

3 36
35� = × × =  

CGB و DFC و ADE و 64 و مساحت مثلث های مساحتABCD هم که
BHA هم خیلی ساده به دست می آید. پس:

 S S S S S
ADE DFC CBG BHA

Â«ºn
= − + + + +64 ( )� � � �  

 ( )S S S S
AM H BM G CM F CM E1 2 2 4
� � � �+ + +  

 = − × × + × × + × × + × ×64 1
2

8 3 1
2

8 2 1
2

8 4 1
2

8 1( )  

 + + + +( )
12
67

16
17

8
9

36
35

 

= − + + + + +64 12 8 16 4 4 13541
358785

28 03( ) ( ) /�  

گزینة1»4«.1 
x اســت. لذا 2. کــه یعنــی1≤ 0 3 0[ ] , | |x x> > همیــن اول کار بایــد

]2 نمی تواند بزرگترین  ]x . بنابراین 3 3 2x x x≥ >[ ] [ . در ضمن[ 3 3| |x x=
ضلع مثلث باشد. پس فقط دو حالت داریم:

6 باشد. در این صورت نامساوی مثلث می گوید: حالت اول: بزرگترین ضلع مثلث
 3 2 6x x+ >[ ]  

6 بزرگترین ضلع است، یعنی: از طرفی این که
 3 6 2x x≤ ⇒ ≤  

] است و داریم: ]x 1 باشد،1= 2≤ <x 1. اگر 2≤ ≤x پس

 3 2 6 4
3

x x+ > ⇒ >  
x باشــد، اضلاع  = 4 به دســت می آید. اما اگر2

3
2< <x پس در این حالت
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6 هستند که می دانیم یک مثلث متساوی الساقین است. لذا تا  4 و  ، 6 مثلث
∋x را به دست آوردیم. ( , ]

4
3

2 اینجای کار بازة

3x بزرگترین ضلع باشد. حالت دوم:
x را قبلاً بررسی کردیم  = x است. ضمنا2ً ≥ 3 که یعنی2 6x ≥ در این حالت اولاً

. نامساوی مثلث کار را تمام می کند: x > و تکلیفش روشن شد. پس می ماند2
 2 6 3 6 2[ ] ( [ ])x x x x x+ > ⇒ − > −  

 
nHj¼µº ´wn →

14
13

y

x
1-10 2 3 4 5 6 7

6

y x= −6  

کافی اســت نقاط تلاقی را به دست آوریم. بدیهی اســت که این تقاطع در بازة
) قرار دارد: , )4 5

 6 2 6 2 45 6− = −  → − = −∈x x x x xx( [ ]) ( )( , )  
 ⇒ − = − ⇒ =6 2 10 14

3
x x x  

y کوچک تر یا مســاوی با x x= −2( [ ]) ) تابع  , )−∞ 14
3

به وضــوح در بازة

y است. x= −6
پس جواب این حالت هم می شود:

 x∈ ( , )2 14
3

 
مجموعة همة حالت های ممکن می شود:

 x∈ ( , )
4
3

14
3

 
گزینة1»3«.1 

باید بتوان مثلث ســاخت. این یعنی a1 و a2 ، a100 ابتدا دقت می کنیم که با
a است. از طرفی با توجه به طبیعی  بودن اعداد و این واقعیت  a a100 1 2< +

. ولی برای این که a100 100≥ 1 می فهمیم کــه 1 2 100≤ < < <a a a� که
 a99 99= ، ... و a3 3=  ، a2 2=  ، a1 1= a100 باشد، لازم است که 100=

a مثلث ســاخت. به طور  a a1 2 3, , باشــد. ولــی در این حالت نمی تــوان با
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a اســت و نمی توان با a a a3 2 2 11≥ + ≥ + a1 باشــد، آن گاه 1= دقیق، اگر
a1 باشد هم نمی توان مثلث ساخت، زیرا 2= a مثلثی ساخت. اگر a a1 2 3, ,

a نمی توان مثلث  a a4 2 1, , a که یعنی بــا a a a a4 3 2 2 11 2≥ + ≥ + = +

a1 باشد،  98= a1 به همین مشکل می خورد. اگر 98= ســاخت. این روند تا
 a a a1 2 100, , a که یعنی با a a a a100 99 2 2 11 98≥ + ≥ ≥ + = +� آن گاه 
a1 است. حالا  99= نمی توان مثلث ساخت. پس کمترین مقدار ممکن برای
، آن گاه با هر سه  a100 198= ، ... و a3 101= ، a2 100= a1 باشد و 99= اگر
عدد از این دنباله می توان مثلث ســاخت، زیرا بدترین حالت ممکن این است 
که دو ضلع را تا حد ممکن کوچک و ضلع ســوم را تا می توانیم بزرگ کنیم 
a اســت که دیدیم یک مثلث درســت می کنند. a a1 2 100, که همان حالت
( , , )99 100 198  

198 است. a100 برابر پس حداقل مقدار
گزینة1»3«.1 

مختصات نقاط از حل دســتگاه های زیر 
به دست می آیند.

با کمی دقت و محاسبه داریم:

 A y x

y x
A: ( , )

= +
= −

⇒ =




2 1
13

4 9  

 E y x

y x
E: ( , )

= +
= +

⇒ =




2 1
2 11

3 7  

 F y x

y x
F: ( , )

= −
= +

⇒ =




13
2 11

5 8  

 B y x

y x
B: ( , )

= −
= +

⇒ = − −




3
2 1

4 7  

 C y x

y x
C: ( , )

= −
= −

⇒ =




3
13

8 5  
می دانیم که:

 
S

S
AE
AB

AF
AC

AEF

ABC

�

�
= ×  

A

B C

E
Fy

x
=

+
2

1

y x= +
2

11
y x= −13

y x= − 3
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محاسبة پاره خط هم که کاری ندارد:

 AE = − + − =( ) ( )4 3 9 7 52 2  

 AF = − + − =( ) ( )4 5 9 8 22 2  

 AB = + + + = + =( ) ( )4 4 9 7 8 16 8 52 2 2 2  

 AC = − + − = + =( ) ( )4 8 9 5 4 4 4 22 2 2 2  
در نتیجه:

 
S

S
AEF

ABC

�

�
= × = × =5
8 5

2
4 2

1
8

1
4

1
32

 

گزینة1»3«.1 

BMD متساوی الاضلاع 
∆

DM را رسم می کنیم. حالا D به موازاتAC خط از

DEB به حالــت دو ضلع و زاویة بین، 
∆

DFM و
∆

اســت و بنابراین دو مثلث
FM است. = 3 هم نهشت هستند. بنابراین

A

B C

D

E F M

x +2

3 x +2 1

. اینــک در مثلث  BD
x

BM
x+

=
+ −2 2 1 3

حــالا دقت کنیــد که بنابــر تالس:

. لذا:  BD BM= BDM داریم: متساوی الاضلاع

 BD
x

BM
x

x x xBD BM

+
=

−
 → + = − ⇒ ==

2 2 2
2 2 2 4  

و کار تمام است. 
گزینة1»4«.1  

 . AB
AC

AC
AD

= = 2
3

دقت کنید که:

ACD به حالت تناسب دو ضلع و زاویه بین، مشابه هستند. 
�

ABC و
�

بنابراین
در نتیجه:

ACB CDA ABC ACD� � � �= =,  
BCD ACB ACD ACB ABC� � � � �= + = + = °160  
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نیتروتست فصل 15

گزینة1» «.1 
 ابتدا شعاع و مرکز دایره را پیدا می کنیم:

 x y x y y2 2 2 24 8 19 0 2 4 1+ − − + = ⇒ − + − =(x ) ( )  
اکنون نشان می دهیم حداکثر مساحت یک چهارضلعی که رأس هایش روی 

2 است: یک دایره با شعاع1 باشد،

 

S
AC BD

AC BD S

ABCD

ABCD

= × ×

≤
< ≤













⇒ ≤ × × =

sin

,

sin

θ

θ

2
2

0 1

2 2 1
2

2A

B

C

D

O
θ

 

BD قطر دایره و برهم  AC و 2 می شود که مساحتABCD هنگامی برابر با
) بگذرد: , )2 4 y باید از مرکز دایره یعنی ax= + عمود باشند. خط2

 y ax a a y x= +  → = + ⇒ = ⇒ = +2 4 2 2 1 22 4( , )  
y عمود باشد: x= + ) بر2 , )2 4 y باید در نقطة bx c= + همچنین خط

 b
a

y x c c c= − = − = − ⇒ = − +  → = − + ⇒ =1 1
1

1 4 2 62 4( , )  

گزینة1»3«.1 
 کوچکتریــن شــعاع را هنگامــی داریــم که نقاط 
مماس شدن دایره ها و خط المرکزین دو دایره )یعنی

( در یک راستا باشند. اکنون شعاع و مرکز دو  O O1 2
دایرة کوچک را پیدا می کنیم.

 x y x y x y
O

O A
2 2 2 2 1

1
2 6 8 0 1 3 2

1 3
2

+ − − + = ⇒ − + − = ⇒
=






( ) ( )

( , )
 

x y x y x y
O

O B
2 2 2 2 2

2
10 2 24 0 5 1 2

5 1
2

+ − + + = ⇒ − + + = ⇒
−

=






( ) ( )

( , )
 

 O O1 2
2 25 1 1 3 4 2= − + − − =( ) ( )  

 AB O A O O O B= + + = + + =1 1 2 2 2 4 2 2 6 2  

 O A AB
2 2

6 2
2

3 2= = =  

A

B

O1
O2

O3



صف
صف
ل
  /

ن 
ی
رت
تو
تس

ی
رب

ج
ی ت

ض
ریا

ی 
ند

ع ب
جم

117

گزینة1» «.31

π.AH اســت. ابتدا طول  BC2

3
⋅  حجم حاصــل برابر

پاره خطBC را پیدا می کنیم:

 BC = − + − − = + =( ) ( )3 1 1 3 4 16 2 52 2  
AH را  BC را پیدا می کنیم که ارتفاع A از سپس معادلة خطBC و فاصلة
 BC y x BC x y: := − + ⇒ + − =2 5 2 5 0 پیدا کنیم: 

 AH = + −

+
=| ( ) ( ) |2 1 1 5

2 1

2
52 2

 
حجم حاصل برابر است با:

 π
π

π⋅ ⋅ =
⋅ ×

=AH BC2
2

3

2
5

2 5

3
8 5
15

( )
 

گزینة1»4«.41
ابتدا مرکز و شعاع دایره را پیدا می کنیم.

 C y x y

x y

: x

( ) ( )

2 2

2 2 2
2 6 15 0

1 3 5

+ − − − =

⇒ − + − =
 

5 است. نقاطی  )O مرکز و شــعاع , )1 3 نقطة
را در نظر می گیریم که دو مماس رسم شده از 
C بر هم عمود باشند. این نقاط  آن ها بر دایرة
C و با شــعاعی روی دایره ای هم مرکز با دایرة

C′ می نامیم.  C قرار دارند )ویدئو را ببینید(. این دایره را 2 برابر شعاع دایرة
x با آن شــرایط وجود  y k− + بــرای این که دقیقاً یک نقطه روی خط0=
C′ مماس باشد. پس فاصلة خط از مرکز دایره  داشــته باشد، باید این خط بر

5 باشد: 2 باید
 5 2 1 3

1 1
5 2 2

2
10 2

2 2
= − +

+ −
⇒ = − ⇒ = −| |

( )

| |
| |

k k
k  

 ⇒ − = − ⇒ = −2 10 10 8k kIÄ 12 یا 80k k< → = −  
گزینة1»3«.1 

، ریشه های معادله هستند، داریم: 3 2 و   با توجه به این که

 
2 3 5

2 3 6

5
6

+ = − − ⇒ =

× = ⇒ =
⇒ =










( )b
e

b
e

a
e

a
e

b
a

 

A

B

D

C

H

y

x

C

C′

O( , )1 3
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از طرفی داریم:

 c
a

a b

a

b

a

c
a

e
2

2

2 2

2

2

21 1 25
36

11
36

11
6

11
6

= − = − = − = ⇒ = ⇒ =  

 

b
e
a
e

b

a

ab
e=

=










 →
=

=









⇒ =
=5

6

5 11
6
11

55
6

11
6  

گزینة1»4«.1 
) است. , )0 0 5 و مرکزش نقطة  شعاع دایره 

 AB AH= ⇒ =8 4  
 OH OA AH OH2 2 2 2 25 4 9 3= − = − = ⇒ =  
3 است. y برابر با ax= + 5 بنابراین فاصلة مبدأ از خط

 y ax ax y= + ⇒ − + =5 5 0  

 3 0 0 5

1
3 5

1
1 25

92 2 2
2= − +

+ −
⇒ =

+
⇒ + =| ( ) ( ) |

( )

a

a a
a  

 ⇒ = ⇒ =a a2 16
9

4
3

| |  

گزینة1» «.1 
 ابتــدا توجــه کنیــد کــه دو خــط

 2 7 0x y− + = و  2 3 0x y− − =
باهــم موازی انــد. همچنیــن خــط

تمام  شامل   d x y:2 7 3
2

0− + − =

نقاطی اســت که از آن دو خط به یک 
فاصله اند. در ضمن فاصلة این دو خط موازی برابر با قطر دایره است.

 2 3 7

2 1
2 5 5

2 2
r r= − −

+ −
= ⇒ =| |

( )
 

d قرار دارد. دقت کنید که با ســاده کردن  همچنین مرکز دایــره روی خط
 ( , )t t2 2+ . بنابراین مختصات مرکز را d y x: = +2 2 d داریم: معادلة خط

فرض می کنیم. 
2 هــم بر دایره مماس اســت، نتیجه  1 0x y+ − = با توجــه به این که خط

5 است: 2 هم برابر 1 0x y+ − = می گیریم که فاصلة مرکز از خط 

 | |
| |

2 2 2 1

2 1
5 4 1 5 1 3

2
1

2 2
0t t

t t tt+ + −

+
= ⇒ + = ⇒ = −  → =>

IÄ
Ï»H ÍMn

 

5 O( , )00A

B

H

r

y x= +2 7
y x= +2 2

y x= −2 3
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5 است: ) و شعاع آن , )1 4 پس مرکز دایره
( ) ( )x y− + − =1 4 52 2 2  
⇒ + − − + =x y x y2 2 2 8 12 0  

گزینة1» «.1 
 ابتدا دقت کنید که:

 AP BQ= =3 2,  
. پس: cot /22 5 2 1° = + می دانیم

 
OP
AP

OP

OP

= + ⇒ = +

⇒ = +

2 1
3

2 1

3 2 1( )

 

 OQ
BQ

OQ
OQ= + ⇒ = + ⇒ = +2 1

2
2 1 2 2 1( )  

 PQ OP OQ= − = +2 1  
گزینة1» «.1 

b اکنون دلتا را در معادله می نویسیم. a c2 2 2= − می دانیم
 ∆ = − + − = − −(kb) ( )(a ) ( )2 2 2 2 24 4a c c k b a c  
 = − = −  → − ≥≥

≥
k b b b k k

b
2 2 2 2 2 0

0
24 4 4 02( ) ∆  

� است. − −( , )2 2 ، برابر با k2 4 0− ≥ مجموعة جواب نامعادلة 
گزینة1» «.1  

 حجم حاصل برابر است با:
+ حجم مخروط بالا( )حجم مخروط پایین  

− حجم استوانه
. 4 2 162× × =π π حجم استوانه برابر است با:

مجموع حجم دو مخروط را پیدا می کنیم:

 

¯IM ó»oh¶ ´\e

¸ÃÄIQ ó»oh¶ ´\e

=

=
′

+ ′ = − =













4
3
4
3
3

h

h

h h AD BC

π

π




⇒ + ′ =4 4 4h hπ π π  

16 است. 4 12π π π− = بنابراین پاسخ مسئله

y

x

A

B

O

P
Q/225

/225

A

B
C

D 2

4

h A′

h′

D′
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نیتروتست فصل 16

گزینة1» «.1 
f شود. به عبارت دیگر، توابع زیر  b a( ) = ، آن گاه باید a b≠ f و b(a) =  اگر

قابل قبول اند:

1
2
3
4
5
6

1
2
3
4
5
6  

1
2
3
4
5
6

1
2
3
4
5
6  

1
2
3
4
5
6

1
2
3
4
5
6

یعنی عضوها به صورت ضربدری یا مســتقیم با پیکان به هم وصل می شوند. 
برحسب تعداد ضربدری ها می شماریم:

 ÁnkMoò0 6
0 1⇒ 





=  

ÁnkMoò1 6
2 15⇒ 





=  

 ÁnkMoò2

6
2

4
2

2
15 6
2

45⇒










 = × =

!
 

 ÁnkMoò 3

6
2

4
2

2
2

3
15 6 1

6
15⇒















 = × × =

!
 

1 است. 15 15 45 76+ + + = پاسخ، مجموع این اعداد، یعنی
گزینة1»3«.1 

 5
2







⇐ ابتدا 2 کشور را انتخاب می کنیم

 8
4







⇐ 4 نفر را انتخاب می کنیم 8 نفر این دو کشور، سپس از

2 حالت، افراد از فقط یک کشور  2 را کم می کنیم، زیرا در 8 عدد 
4









 ولی از

2 کشور باشند: انتخاب شده اند، درحالی که می خواهیم از

 5
2

8
4 2 10 70 2 680











− = × − =( ) ( )  
گزینة1» «.31

8 تا  تشکیل شده است. از طرفی  − x x تا  یا  و   مسیر از
 x x x× + − × = ⇒ =2 8 1 11 3( ) طول مسیر11 است: 
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پس 3 بار از  یا  استفاده کرده ایم و 5 بار از  . پاسخ می شود:

 8
3 2 8

5 23 3





× = 





×  
گزینة1» «.41

 n!← n کتاب ریاضی تشکیل می دهیم ابتدا جایگشتی از
کتاب
ریاضى

کتاب
1ریاضى

کتاب
2ریاضى 3

کتاب
ریاضى

کتاب
ریاضى n +1n...

n تا از ایــن جاهای  n جــای خالــی را در نظر می گیریــم. در ســپس1+

 n
n
+





⇐1 خالی،کتاب های فیزیک را قرار می دهیم
بنابراین:

 n n
n n n n n n! ! ! ( ) ( )!× +





= × +





= × + = + =1 1
1 1 1 720  

 ⇒ + = ⇒ =( )! !n n1 6 5  
گزینة1» «.1 

. همچنین: n S( ) != 8 اولاً

 
kºHn»I\¶

kºHïn»I\¶oÃü Â²» 

¾¨ ÂUIµ±¨ jHk÷U ¾¨ ÂUD

L

, A

. N ,









 =

IIµ±¨ jHk÷U

kºHn»I\¶  

IU

. , AD

x











↓

 

−









↓

D

L

y

, A

. N ,

¾¨ ÂUIµ±¨ jHk÷U

kºHn»I\¶  » 

IU

 
همچنین  

 x = ×7 2! D را در یک بســته قرار می دهیم. پس! A و ، دو حرف x برای
L را در یک بستة  N و D را در یک بسته و همچنین A و ، دو حرف y برای

. y = × ×6 2 2! ! دیگر قرار می دهیم. پس!
 n A x y( ) ! ! !( ) != − = × − × = × − = ×7 2 6 4 6 7 2 4 6 10 بنابراین: 

 P A n A
n

( )
( )
(S)

!
!

= = ×
× ×

=
×

=6 10
6 7 8

10
7 8

5
28

 

گزینة1» «.1 
 b 4 حالت، g نمایش می دهیم. در b و تعداد دخترها را با تعداد پسرها را با

g بخش پذیر است: بر
 bg

=
= } ⇒ 





=0
6

6
0 1  

 bg
=
= } ⇒ 





=3
3

6
3 20  
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 bg
=
= } ⇒ 





=4
2

6
4 15  

b
g

=
= } ⇒ 





=5
1

6
5 6  

احتمال را حساب می کنیم:
 P A( ) = + + + = =1 20 15 6

2
42
64

21
326  

گزینة1»3«.1 
. مختصات رأس سهمی را می نویسیم: a  توجه کنید که0<

 ( , )− −  →

− <

− >










 →
>
>




>b
a a

b
a

a

ba

2 4

0

4
0

0
0

0∆
∆ ∆

³¼w á¾ÃeIº


 

b هم راحت است. پس  ، خیالمان از بابت0< b∈{ , , , , }1 2 3 4 5 با توجه به
∆ را پیدا کنیم: باید فقط تعداد حالاتی که0<

 b a c

a c
= ⇒

= =
= =





3
1 2
2 1
,

,
 

 b

a c

a c

a c

a c

=

= =
= =
= =
= =










4

1 2
1 3
2 1
3 1

,

,

,

,

 

 b

a c

a c

a c

a c

a c

a c

a c

a c

= ⇒

= =
= =
= =
= =
= =
= =
= =
=

5

1 2
1 3
1 4
2 1
2 3
3 1
3 2
4

,

,

,

,

,

,

,

, ==

















 1

 

∆ می شود. 14 حالت،0< بنابراین در
 P(A) =

× ×
= =14

5 4 3
14
60

7
30

 
گزینة1» «.1 

 P A B P A B( ) (( ) )′ ′ = ⇒ ′ ′ ′ = −∪ ∪
7
8

1 7
8

  

 ⇒ =  → × =P A B P A PA B( ) ( ) (B),∩
1
8

1
8

kºHï®£Tv¶  

 P A P A P B( ) ( ) ( )′ = ⇒ =  → =3
4

1
4

1
2
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 P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( )∪ ∩= + − = + − =1
4

1
2

1
8

5
8

 

 P A B P A B(( ) ) ( )∪ ∩′ = − = ⇒ ′ ′ =1 5
8

3
8

3
8

 
اکنون احتمال شرطی را می نویسیم:

 P B A
P B A
P A

( | )
( )
( )

′ ′ =
′ ′

′
= =∩
3
8
3
4

1
2

 

گزینة1» «.1 
a داریم: b≠ n را پیدا می کنیم. با فرض S( )  ابتدا

 ( , , )a a b → ×S²Ie 6 5  ( , , )a b a → ×S²Ie 6 5
 ( , , )b a a → ×S²Ie 6 5   ( , , )a a a → S²Ie 6
 a . اکنون برای این که حداقل دوبار فرد داشته باشیم، باید n S( ) = بنابراین96

b می تواند فرد یا زوج باشد: فرد باشد، ولی
 ( , , )a a b → ×S²Ie 3 5  ( , , )a b a → ×S²Ie 3 5  
( , , )b a a → ×S²Ie 3 5  ( , , )a a a → S²Ie 3  

. احتمال را حساب می کنیم: n A( ) = 48 پس
 P(A) = =48

96
1
2

 
گزینة1» «.1  

5 دادة اولیه با  e فرض می کنیم. میانگین d و  ، c  ، b  ، a  داده های اولیه را
7 داده برابر است:  میانگین

a b c d e a b c d e x x+ + + + = + + + + + − + +
5

1 1
7
( ) ( )  

⇒ + + + + = ⇒ + + + + =a b c d e x
a b c d e

x5
5

 

داده را می نویسیم: 5 x است. اکنون واریانس + 2
5

x و واریانس بنابراین میانگین

( ) ( ) ( ) ( ) (e x)a x b x c x d x x− + − + − + − + − = +2 2 2 2 2

5
2

5
 

⇒ − + + − = +(a x) ( )2 2 2� e x x  
7 داده را می نویسیم: همچنین واریانس

(a x) ( ) ( ) ( )− + + − + − − + + − = + −
2 2 2 21 1

7
2

5
6
35

� e x x x x x x  

⇒ + + + = + ⇒ + = +x x
x

x2 1 1
7

7 8
35

4 7 8
5

 
⇒ + = + ⇒ =5 20 7 8 6x x x  
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