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گزینة1»2«11.1

2 دو عدد معکوس هستند. بنابراین: 3− 2 و 3+ دقت کنید که

 a = + + − = + + − = + + − = =( ) ( ) | | | |2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 4 22 2  

. حاصل این عبارت را با نامگذاری به دست می آوریم. a a+ + − = + + −3 3 2 3 2 3 بنابراین

 2 3 2 3 0 2 3 2 32 2 2+ + − = >  → + + − =A A·H¼U ( )  

 ⇒ + + − + − = ⇒ =  → =>2 3 2 3 2 4 3 6 62 2 0A A AA  
گزینة1»2«21.1

3 از این روش  2 2+ 17 اســت. مجــدداً روی  12 2 3 2 2 2+ = +( ) 2ab می فهمیم که به کمک روش
3 است. پس: 2 2 2 1 2+ = +( ) کمک می گیریم و می فهمیم که

 ( ) ( ) (( ) ) ( ) ( ) ( ) ( )17 12 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
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62 1( )  
گزینة1»2«31.1

2 اصولاً باید نام گذاری کنیم. اما طراح این کار را هم کرده است.  2 6 2 2 6+ − − برای محاســبة
بنابراین به کمک اتحاد اول خواهیم داشت:

 2 2 6 2 2 6 2 2 2 6 2 2 6 22 2+ − − = ⇒ + − − =a a( )  

 ⇒ + + − − − = ⇒ − − = ⇒ =2 2 6 2 2 6 2 2 2 6 2 4 2 2 8 6 2 2 2 22 2 2 2 2( ) a a a  

 ⇒ = ⇒ = ⇒ =2 2 3
2

2 3
4

3
2 2a a a  

گزینة1»3«41.1
در صورت کسر، اتحاد جملة مشترک داریم:
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 = + − = + −( )( )x x x x4 2 2 82  
گزینة1»2«51.1

 tan cot cot (tan cot ) tan cot2 2 2 2 27 2 9 9 3α α α α α α α α+ = ⇒ + + = ⇒ + = ⇒ + =tan IÄ −− 3  
tan باشد، داریم: cotα α+ = 3 اگر

 (tan cot ) tan cot ( )(tan cot )α α α α α α+ = ⇒ + + + =3 3 3 33 3 1 27  
 ⇒ + + = ⇒ + =tan cot ( )( ) tan cot3 3 3 33 1 3 27 18α α α α  



3

مه
خنا

س
پا

هایپرتست

tan باشد، داریم: cotα α+ = −3 اگر
 (tan cot ) ( ) tan cot ( )(tan cot )α α α α α α+ = − ⇒ + + + = −3 3 3 33 3 1 27  
 ⇒ + + − = − ⇒ + = −tan cot ( )( ) tan cot3 3 3 33 1 3 27 18α α α α  

در گزینه ها موجود است. −18 که 
گزینة1»3«61.1

2ab استفاده می کنیم: x از روش x+ + +8 4 4 ابتدا روی

 2 4 4 2 4
2 4
2 4 1

ab x ab x
x

x
= + ⇒ = +

+

+







,
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 x x x x+ + + = + + = + +8 4 4 2 4 2 42( ) بنابراین: 

 2 2 3 4 2 3 1 2 3 1 3 32

2

+ + = + + = + + = +( )
ab x»n

� ��� ���  : x = 2 3 حالا قرار می دهیم
گزینة1»1«71.1

2 را در مزدوجش ضرب می کنیم:
1 14 4x x+ − −

مخرج

 2 1 1
1 1 1 1

2 5
1 1

10
1 1

4 4

4 4 4 4
( )
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( )x x

x x x x x x x x

+ + −
+ − − + + −

=
+ − −

=
+ − −

 

حالا مخرج کسر اخیر را گویا می کنیم:

 10 1 1
1 1 1 1

10 1 1
1 1

10( )

( )( )

( )
( ) ( )

(x x

x x x x

x x
x x

x+ + −
+ − − + + −

= + + −
+ − −

= +11 1
2
+ −x )  

 = + + −5 1 1( )x x  
گزینة1»2«81.1

0 اســت. می دانیم که اعداد بیــن صفر و یک، برعکس  1< <| |a − باشــد، آن گاه < <1 0a دقت کنید که اگر

. x y z> > ، یعنی | | | | | a |a a
− −

> >
3
5

1
3

5
3 − است، لذا < − <3

5
1
3

5
3

توان شان رشد می کنند. از آن جا که
گزینة1»1«91.1
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 = + + − = − + + =− −( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1 2 1 2 21 1 1 1  
گزینة1»3«101.1

 (x ) ( ) ( )( )4 2 2 4 2 4 2 4 28 12 6 2+ − + + = + − + −x x x x x x x به کمک اتحاد جملة مشترک، داریم: 
( )( ) ( )(x )( )(x )x x x x x x4 2 4 2 2 2 2 26 2 3 2 2 1+ − + − = + − + − مجدداً به کمک اتحاد جملة مشترک، داریم: 

) مشاهده نمی شود. )x2 3− همان طور که می بینید، عامل
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αβ است. پس ریشه ها معکوس هم هستند. در نتیجه:.11 گزینة1»2«1 ابتدا دقت می کنیم که1=

 α
β

β
α

α β
β

α

α

β
β α α β

− −
+ − + −+ = +

1 1
1 1  

α را باید حساب کنیم. β3 3+ α است. پس در واقع β+ = 4 اما

 α β α β α αβ β α β α β αβ3 3 2 2 2 23 4 4 3 1 52+ = + − + = + + − = − =( )( ) ( )(( ) ) ( ( ))  

گزینة1»3«21.1
T را اعمال کنیم: x= +( )2 3 ) معکوس هم هستند. لذا باید تغییر متغیر )2 3− x ) و )2 3+ x دقت کنید که

T
T

T T T T+ = ⇒ + = ⇒ − + =  →= − =1 14 1 14 14 1 02 2 196 4 192∆  

 T ab
1 2

214 192
2

7 4 3 2 2 3, ( )= ± = ± ±
 x»n   

 T xT x
1

2 22 3 2 3 2 3 2= +  → + = + ⇒ =( ) ( ) ( )¸TÎo¬ uQ  

 T xT x
2

2 2 22 3 2 3 2 3 2 3 2= −  → + = − = + ⇒ = −−( ) ( ) ( ) ( )¸TÎo¬ uQ  
گزینة1»4«31.1

|| در ابتدا داریم: | | | | | |2 3 1 2 2 3 1 2 2 3 1 2x x x x x x x x x+ − + = + ⇒ + − + = + + − + = − −IÄ  
 ⇒ + = + + = −| | | |2 3 2 1 2 3 3x x xIÄ  

| که تعطیل است. اما معادلة اول: |2 3 3x + = − معادلة

 | | )2 3 2 1 2 3 2 1 2 3 2 1 3 1 4 4 1x x x x x x x x+ = + ⇒ + = + + = − − ⇒ = = − ⇒ = −IÄ Â¹÷¶ ÂM IÄ(  

حالا باید جواب های به دست آمده را چک کنیم. کلًا یک جواب به دست آوردیم:
 x = − ⇒ − + + + = − + ⇒ =1 2 3 1 1 1 2 3 1|| | | | |   

بنابراین این معادله فاقد جواب است.
گزینة1»4«41.1

ابتدا دقت کنید که بنا به اتحاد جملة مشترک داریم:

 x a x a a x a x a a2 23 2 2 1 0 3 2 2 2− + + + = ⇒ − + + +( ) ( ) ( ) (
Íµ] Joò

� ��� ��� � ��� ��� )) =0  

⇒ − + + + + = ⇒ − − − = ⇒ = = +x x a x a x a x a2 2 2 2 2 0 2 2 0 2 2(a a )x a( a ) ( )( ) IÄ  
x است. البته معلوم نیست که کدام ریشه بزرگ تر است. پس  a2 2 2= + x و a1 = حالا فهمیدیم که ریشــه ها

دو حالت داریم:
x ریشة  کوچک تر است. a2 2 2= + x ریشة بزرگ تر باشد. در این حالت a1 =

 a a a= + + ⇒ = −( )2 2 3 5 پس: 
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8− است.  x2 هستند. یعنی ریشة کوچک تر معادله 10 2 8= − + = − x1 و 5= − پس در این حالت ریشه ها
x است. پس: a1 = x ریشة  بزرگ تر باشد. در این صورت ریشة کوچک تر a2 2 2= + اگر

 2 2 3 1a a a+ = + ⇒ =  
x ریشة کوچک تر است. 4 و1 هستند.  پس در این حالت1= یعنی در این حالت ریشه ها

گزینة1»1«51.1
ابتدا به کمک اتحاد چاق ولاغر داریم:

 ( )

( )( )

x

x x x
x x

x x
x x

+
+ − +

+ − + = ⇒
− +

+ − + =2
2 2 4

2 2
3

0 1
2 4

2 2
3

02
2

2
2  

x استفاده می کنیم: x T2 2− = حالا به علت وجود عبارت پرتکرار از تغییر متغیر

 1
4

2
3

0
1 4 2

3
4

0

14
3

11
3

4
0 3 14

2
3 2

T
T

T T

T

T T

T
T

+
+ + = ⇒

+ + +

+
= ⇒

+ +

+
=  → +×

( )( )
TT + =11 0  

 nHjïKÄoò á¾Äq\U ¸TÎo¬ uQ

IÄ → + + = ⇒ = − = −( )( )T T T T T1 3 11 0 1 11
3

→→ − = −x x2 2 1  

x یا x x x x x x x x2 22 11
3

2 1 0 2 2 11
3

0 1 2 0 2 2 11
3

0− = − ⇒ − + = − + = ⇒ − = − + =IÄ IÄ( )  

x را باید چک کنیم که مخرج  ∆ اســت و جواب ندارد.1= x است. در معادلة دوم0> ریشــة معادلة اول1=
معادلة اصلی را صفر نکند. خوشبختانه این کار را نمی کند. پس معادله فقط یک ریشه دارد و این ریشه البته که 

بزرگ ترین ریشة معادله نیز هست.
گزینة1»3«61.1

همین که ریشــه ها جذر دارند یعنی مثبت هســتند. پس یادتان باشد آخر راه حل چک کنیم که ریشه ها مثبت 
β باشند. طبق فرض مسئله داریم: α و باشند. فرض کنیم ریشه ها

 α β α β αβ+ = ⇒ + + = ⇒ + + = ⇒ + − =5 2 5 2 2 5 2 3 0( )m m m m  

 ⇒ + − = ⇒ = − = ≥ → =( )( )m m m m
m

m3 1 0 3 1 0 1IÄ  

α و αβ است )یعنی = x اســت. بنابراین1+ x2 3 1 0− + = m می بینیم که معادله به صورت با قراردادن1=
 m ∆ است. لذا1= α مثبت هســتند( و البته که0< β و α است )پس β+ = 3 β هم علامت هســتند( و

قابل قبول است.
گزینة1»1«71.1

k باشد تا اصلًا معادله جواب داشته باشد. داریم: در ابتدا باید0≤
 || | | | | | |3 2 4 3 2 4 3 2 4x k x k x k− − = ⇒ − − = − − = −IÄ  
⇒ − = +| |3 2 4x k  1 یا  | |3 2 4x k− = − +  2  
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1 حتماً دو جواب دارد. حالا که می خواهیم معادلة  k مثبت است. این یعنی معادلة  + 4 k است، پس چون0≤
 | |3 2 4x k− = − + 2 یک جواب داشته باشد. برای این که اصلی کلًا سه جواب داشته باشد، پس باید معادلة 

. k = 4 − باشد. یعنی + =k 4 فقط یک جواب داشته باشد، یک راه بیشتر نداریم. این که0
گزینة1»2«81.1

cosα جواب ها  sinα و . در این مسئله که sin cos2 2 1α α+ = cosα این اســت که sinα و ویژگی مهم
S هستند، داریم: m

P
m= + = − + = =sin cos , sin cosα α α α1

2 2
 

⇒ + = + −sin cos (sin cos ) sin cos2 2 2 2α α α α α α  

⇒ = − + − ⇒ + = +

⇒ = − = + ⇒ = − =

1 1
2

2
2

1 1
4

1 1 1
4

1

2
2

3

( ) ( )
( )m m

m
m

m
m

m mIÄ IÄ

 

 2 1 0 2 1 02 2x m x m x+ + + = ⇒ − =( ) m باشد، داریم:  = اگر1−

 ⇒ + = + = + =
−

= −tan cot
sin
cos

cos
sin

sin cos
cos sin ( )

α α α
α

α
α

α α
α α

2 2 1
1
2

2  

] باشند که خوشبختانه هستند. , ]−1 1 البته باید دقت کنیم که ریشه های معادله در بازة

 2 1 0 2 4 3 0 02 2x m x m x x+ + + = ⇒ + + = ⇒ <( ) ∆ m است، هم داریم:  = 3 در حالتی که
یعنی در این حالت اصلًا ریشه ای نداریم. )هر چه قدر بگوییم، کم است. چک کردن معادله ها فوق العاده مهم است. 

هرکسی در آزمونی سؤال معادله ای را غلط جواب داده، علت اصلی اش چک نکردن بوده است(.
x گزینة1»4«91.1 x k x x x x kk+ − =  → + − + − =≥8 8 2 80 2 2  

 ⇒ − = − ⇒ − = −8 8
2

8 8
2

2
2

2
2

2x x
k

x x
k
( )  

⇒ − + = − − ⇒ − = − −
x x

k
x

k2
2

2 2
2

28 16 16 8
2

4 16 8
2

( ) ( ) ( )  

اما برای این که این معادله تنها یک جواب داشته باشد، باید سمت راست آن صفر شود:

⇒ − − = ⇒ − = − = −16 8
2

0 8
2

4
2

2
2 2 8

2
4( )

k k k
IÄ  

 ⇒ = −  → =  → =≥k k kk0 4 4 4 0 40, , , ¦a  
گزینة11»4«101.1

x پرتکرار است. پس: x2 2−

 x x T
T T T

T T
T T T

T

T
2

22 1
5

2
6

6
7

6 2 5
5 6

6
7

3 16
1

− = ⇒
+

+
+

=
+

⇒ + + +
+ +

=
+

⇒ +
+

( )
( )( ) 11 30

6
7T T+

=
+
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 ⇒ + + = + +( )( ) (T )3 16 7 6 11 302T T T  
 ⇒ + + = + + ⇒ + + = ⇒ + + =3 37 112 6 66 180 3 29 68 0 3 17 4 02 2 2T T T T T T T T( )( )  

 ⇒ = − = −  → − = − − = −T T x x x xT17
3

4 2 17
3

2 42 2
IÄ IÄ

¸TÎo¬ uQ  

⇒ − + = − + =x x x x2 22 17
3

0 2 4 0IÄ  
∆ هر دو معادله منفی است. پس معادله فاقد ریشه است. که

فصل 3 هایپرتست 
گزینة1»1«11.1

، داریم: x
x

T
+
−

=1
2 1

با فرض

 T T T T T
x
x

2 4 3 0 3 1 0 1 3 1 1
2 1

3− + < ⇒ − − < ⇒ < < ⇒ < +
−

<  →( )( ) 1 ÏH
á

¼w

2 ·¼¶pA
xx∈( / , )0 8 2  

گزینة1»3«21.1
x مشخص نیست. چارة کار، حالت بندی است. 2 برسانیم، زیرا علامت متأسفانه نمی توانیم به توان

2 است. لذا در این حالت  x باشــد، آن گاه سمت چپ نامعادله منفی یا صفر اســت، اما سمت راست 1( اگر0≥
∋x را می پذیریم. −∞( , ]0 نامعادله برقرار است. تا این جا

2 رساندن مجاز است. x باشد، دو طرف مثبت خواهند بود و به توان 2( اگر0<
 x x x x x> ⇒ − < ⇒ − <

↓ ↓ ↓
⊕ ⊕ ⊕

0 3 2 3 42 2| | ( )  

 ⇒ − − <  → − − − + <x x x x x x2 23 4 0 3 2 3 2 0( ) ( ( ) )( ( ) )Z»jq¶ jIdUH  

 ⇒ − − − + < ⇒( )( )x x x x2 23 2 3 2 0   

⇒ ∈ − +
x ( , ) ( , )

3 17
2

1 2 3 17
2

∪  x x> → ∈ +0 0 1 2 3 17
2

( , ) ( , )∪   
بنابراین جواب نهایی مسئله می شود:

 ( , ] ( , ) ( , ) ( , ) [ , ]−∞ + = −∞ + −0 0 1 2 3 17
2

3 17
2

1 2∪ ∪  
گزینة1»1«31.1

 x x+ ≥ ⇒ ≥ −3 0 3 ، داریم:  x + 3 اولاً به خاطر وجود

 x x x x x+ + + − = + + − = + <7 4 3 2 3 2 2 3 2 2ab داریم:  حالا با روش
 2 x است و این یعنی به توان حالا ســمت چپ نامنفی است، لذا سمت راست باید مثبت باشــد. این یعنی0<

x رساندن مجاز است: x x x x x x x+ < ⇒ < − − = − + ⇒ < − ⇒ <
⊕

3 4 0 4 3 1 4 3 0 1 12 2 ( )( )� ��� ���  
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گزینة1»4«41.1
2 است. این یعنی این کسر حتماً مثبت است. از آن جا که مخرج آن مثبت  1 و 3 بین 1

1
x
x

−
+| |

دقت کنید که کسر

 3 1 0 1
3

x x− > ⇒ > است، پس باید صورت آن هم مثبت باشد: 

. حالا داریم: | |x x+ = +1 x هم مثبت باشد، که یعنی1 x باعث می شود که1+ > 1
3

اما

 1 3 1
1

2 1 3 1 2 11 0< −
+

<  → + < − < ++ >x
x

x x xx
pI\¶ Joò

� ����� �����
� ��

( )
����� ������

 

 ⇒
+ < −
− < +





⇒
<

<






⇒ ∈

x x

x x

x

x
x

1 3 1
3 1 2 2

1

3
1 3» ( , )  

x هم سازگار است. > 1
3

که با

گزینة1»1«51.1
| ضرب کنیم: |x + 2 | مثبت است، پس می توانیم دو طرف را در |x + 2 از آن جا که

 2 3
2

2 3
2

2 3 2 22
2

x
x

x
x

x
xx

x

+
+

< +
+

 → + < ++
+| |

| | | ||| |
| |

SLX¶

nj Joò

 

 

xx
x

x
x

x
x

x
x

+
+

 → +
+

< +
+

+
+

3
2

2 3
2 3

22 3
2 3

|
| |

| || |
| |

SLX¶

oM ´Ãv£U

 

 22
 

B مواجه هستیم. نکتة مهم این است که: x
B x
( )

| ( ) |
| و ( ) |

( )
A x
A x

حالا با دوتا عبارت به فرم

 A x
A x

A x
A x

A x

A x
( )

| ( ) |
| ( ) |
( )

; ( )

; ( )
= =

>
− <





1 0
1 0

 

2 باشد، باید سمت راست1+ و سمت چپ1− باشد: 3
2 3

2
2

x
x

x
x

+
+

< +
+| |

| | برای این که

 
2 3 0

2 0
2 3

2

x

x

x
+ <

+ >






⇒ − < < −»  

گزینة1»2«61.1
y را  xf x= ( y جدول تعیین علامت( xf x= ( ) از نمودار
 y f x= ( ) x به جدول پیــدا می کنیم و از تقســیم آن بر

می رسیم:

) ساده است: ) ( )x f x+ 2 حالا جدول

 ⇒ ∈ −x ( , )2 1  

1

2
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گزینة1»2«71.1
| نتیجه می گیریم که: |x x x x2 26 6+ − = + − دقت کنید که از

 x x x x2 6 0 3 2 0+ − ≥ ⇒ + − ≥ ⇒( )( )   ⇒ ∈ − −x � ( , )3 2  

گزینة1»1«81.1
 || | | | | | |2 1 2 2 2 1 2 2 2 1 2x x x x x x x+ − < ⇒ − ≤ + − ≤ ⇒ − + ≤ + ≤ +  

که بهترین راه حل آن، رسم است:
 x + 2 | و |2 1x + همان طـور کـه می بینیـد، بایـد نقـاط تلاقـی

را پیـدا کنید:
 | |2 1 2 2 1 2 2 1 2x x x x x x+ = + ⇒ + = + + = − −IÄ  
 ⇒ = = − ⇒ ∈ −x x x1 1 1 1IÄ ( , )  

گزینة1»1«91.1
2 هستند. طبق قانون ویت، داریم: 02x ax b+ + = 3− ریشه های معنی صورت سؤال این است که1 و

 − = − + = − ⇒ = = − ⇒ = −a
a

b
b

2
3 1 2 4

2
3 1 6, ( )  

بنابراین:

 a x
b x

x
x

−
+

> ⇒ −
−

> ⇒0 4
6

0  x∈( , )4 6  

گزینة1»2«101.1
، شرط دامنه داریم: x + 5 x و به خاطر وجود

 
x x x

x x
x

+ ⇒ + ≥ ⇒ ≥ −

⇒ ≥






 → ≥

5 5 0 5
0

0∩  

x است. حالا با فاکتورگیری داریم: که با توجه به مخرج، عملًا0<

 x x x x

x x
x x

+ + +
+

≥ ⇒ + + ≥5 5
5

5 5 5( )

( )
 

 x + 5 x و x باشد، آن گاه > 4 x است. حالا اگر x+ + =5 5 x باشــد، آن گاه = 4 دقت کنید اگر

x جواب اســت.  > 4 . پس x x+ + > + =5 9 4 5 9 هســتند و لذا 4 و به ترتیب بزرگ تر از

x جواب نیست. البته  < 4 x اســت. پس x+ + < + =5 9 4 5 x باشــد، آن گاه < 4 از طرفی اگر

می توانستیم با به توان رساندن و کلی دعوا هم به جواب برسیم!

2

1 1 2
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فصل 4 هایپرتست 
گزینة11»2«11.1

L2 موازی است  L1 و L3 با دو خط L3 بنامیم، آن گاه L2 را  L1 نســبت به دو خط موازی اند، پس اگر قرینة
L3 قرار می گیرد: L1 و L2 دقیقاً وسط و

 

L y x c

L y x
c

c L y x

L y x

3

2 3

1

2

2 1 3
2

1 5 2 5

2 3

:

: :

:

+ =

+ = − ⇒ + = − ⇒ = − ⇒ + = −

+ =










 

گزینة1»4«21.1
B در ناحیة دوم باشند: A و AB تماماً در ناحیة دوم باشد، این است که نقاط معنی این که پاره خط

A در ناحیة دوم باشد.
a

a
a:

− <
+ >





⇒ − < <
1 0

2 1 0
1
2

1  1  

:B در ناحیة دوم باشد. ,
b

a
b a

− <
>





⇒ < >
2 0
0

2 0  2  

. b a< < <2 0 1» 2 داریم: 1 و  از 
گزینة11»4«31.1

x محور تقارن  ) هم گذشته، پس خط1= , c)2 ) می گذرد. چون از , )0 c y از ax bx c= + +2 دقت کنید که
) رأس سهمی  , )1 4 x محور تقارن سهمی است، پس ) نقطه ای روی سهمی است و1= , )1 4 سهمی است. چون

است. لذا: 
 y a x ax ax a ax bx c b a c a= − + = − + + = + + ⇒ = − = +( ) ,1 4 2 4 2 42 2 2  

 ⇒ − + = − − = −b c
a

a a
a

4 2 3  
گزینة11»1«41.1

سه میانة مثلث در یک نقطه همرس هستند، یعنی نقطة تلاقی سه خط یکی است:

 2 3 2
2 2 4y x

y x x= +
= ⇒ ={ ( , y) ( , ) نقطة تلاقی:   

 4 2 3 4 2 10 5a a a a= + + = + ⇒ =( ) ) عبور می کند:  , )2 4 ay از a x= + +( )3 پس4
گزینة1»3«51.1

)B می گذرد، به روش معمول برابر است با: , )1 7 )A و , )−2 1 معادلة خطی که از

 a y
x

y x b bAB = = = ⇒ = +  → = − +−∆
∆

6
3

2 2 1 42 1( , )  

⇒ = ⇒ = + =b AB y x f x5 2 5: ( )  

) می گذرد: , )6 0 x قطع می کند، یعنی از = ها را در6 x y است که محور x b= − +1
2

AB عمود است،  خطی که بر

 0 1
2
6 3 1

2
3= − + ⇒ = ⇒ = − + =( ) ( )b b y x g x  
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y اســت. یک راه جالب پیدا کردن طول رأس سهمی، میانگین  x x= + − +( )( )2 5 1
2

3 لذا سهمی مورد نظر

گرفتن از ریشه ها است. چون ریشه ها نسبت به طول رأس سهمی، یعنی محور تقارن سهمی، قرینه اند:

 x yS S=
− +

= ⇒ = + − + = =

5
2

6

2
7
4

2 7
4

5 7
8

3 17
2

17
8

289
16

( ( ) )( ) ( )( )  

گزینة1»4«61.1
اگر هندسه خوانده باشیم، به راحتی می گوییم جواب این مسئله همیشه 7 است. حالا که هنوز هندسه نخوانده ایم، 
 ′ = − = − − = −A B A2 2 4 2 3 4 1( , ) ( , ) ( , ) مکافات داریم: 
 ′ = − = − − =B C B2 6 2 1 2 7 0( , ) ( , ) ( , )  
 ′ = − = − =C A C2 4 6 3 1 1 5( , ) ( , ) ( , )  

 

′ =

−

−

= + + − − + =

= − = − +

S

S

1
2

4 1
7 0
1 5
4 1

1
2
0 35 1 7 0 20 49

2

1
2

2 3
1 2

3 1
2 3

1
2
4 1

| |

| 99 3 6 2 7
2

7

− − − − =

⇒
′

=

( ) |

S
S

 

گزینة1»4«71.1
برای این که خطی از ناحیة چهارم عبور نکند، باید شیب آن مثبت باشد.

 ay x
a
x

a
a a

a= + − ⇒ = + − ⇒ = > ⇒ >3 1 3 1 3 0 0(a ) y KÃ{  

 a
a

a aa− >  → − > ⇒ >>1 0 1 0 10 از طرفی باید عرض از مبدأ هم مثبت باشد: 
) است. , )1 + ∞ لذا جواب بازة 

گزینة1»2«81.1
نکتة مربوط به قرینه کردن خط نسبت به نقطه را در درسنامه خواندیم:

 3 2 3 2 2 5 3 2 6 4 2 5 10 18 3 2 5( ( ) ) ( ) ( )a x a y a x a y a x y+ − + − = ⇒ + − + − = ⇒ + − − =  

 3 2 10 13 6 4 20 262x y a x y a+ = +  → + = +×
(¾±Fv¶ Rn¼Å oöIi ¾M)

ÆoÎ

¾±FFv¶ 
 → + = ⇒ = −20 26 5 21

20
a a  

گزینة1»2«91.1
اولاً در ناحیة دوم و سوم، طول نقاط منفی است. لذا طول نقاط تلاقی این دو نمودار منفی است:

 x x mx x m x P S2 26 7 11 6 4 0 0 0 0− − = − ⇒ − + + =  → > < >( ) , ,Âÿ¹¶ IÀï¾zÄn ∆  

 ⇒
= >
= + < ⇒ < −
= + − = + + >






⇒

< −

∈

P
S m m

m

m

m

4 0
6 0 6
6 16 2 10 0

6

2



∆ ( ) (m )(m ) (
»

−−∞ − − + ∞





 , ) ( , )10 2∪
 

 ¥HoT{H → ∈ −∞ −m ( , )10  
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از طرفی برای این که یکی از نقاط تلاقی در ناحیة دوم باشــد و 
یکی در ناحیة سوم، لازم است که شیب خط منفی باشد و نقطة 
ها هم از ریشــة منفی نمودار x y با محور mx= تلاقی11−

y بزرگ تر باشد: x x= − −2 6 7

 ⇒
> −

<






⇒ < − ⇒ < −

11 1

0
11 11m

m
m m  

 m∈ −∞ −( , )11 از اشتراک نتایج به دست آمده، داریم: 

گزینة1»3«101.1
ویژگی لوزی این است که چهار ضلع آن برابرند و البته که یک متوازی الاضلاع است. پس:

 | AB | | BC | (a ) ( )= ⇒ + − = + − ⇒ + − + = + − +5 5 3 1 25 10 25 9 2 12 2 2 2 2 2a a a a a  

⇒ = ⇒ = = × =a S S
ABC

5 2 2 1
2

2 5
7 5
4 1
2 5

20�  

فصل 5 هایپرتست 
گزینة1»3«11.1

 tan cot
sin

cos

cos

sin

sin cos

sin co

x x
x

x

x

x

x x

x2 2
3 2

2

2

2

3 2 2

2

2 2

+ = ⇒ + = ⇒
+

ss sin
x

x
2

3 1
1
2

3= ⇒ =  

⇒ =sin x
2
3

 1  

، مثلث کمکی مقابل را رسم می کنیم: 1 با توجه به رابطة 

   ½jIex x → =cos
5
3

 

بنابراین:
 tan cotx x+ = + =

2
5

5
2

9
2 5
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گزینة11»1«21.1

 2 3 2 2 1 3 2

2 3 4

2 2

2
cos sin ( sin ) sin

sin sin

x x x x

x x

+ + = − + +

= − + +
 

− اســت و ≤ ≤1 1T . در این صــورت sin x T= فــرض می کنیــم
. نمودار این سهمی چنین است: y T T= − + +2 3 42

41 است.
8

، برابر با [ , ]−1 1 همان طور که می بینید، بیشترین مقدار آن در

گزینة1»1«31.1

 sin cos (cos sin )
sin

cos x
sin

x x x x
x x2 2 2

2
2 4

4
− = =  

sin
π
3

π را داریم. لذا باید
2

π و هم ) هم , )
π π
3

4
3

. در بازة π π
3

4 4
3

< <x π باشد، آن گاه π
12 3

< <x حالا اگر

sin را محاسبه کنیم: π
2

sinπ و ، sin 4
3
π ،

 sin ( ) , sin ,sin , sin sin
π π π π
3

3
2 2

1 0 4
3

3
2

3
2

4 1= = = = − ⇒ − < ≤x  

  ⇒ − < ≤ ⇒ − < − ≤ ⇒ − + < ≤3
8

4
4

1
4

3
8

1
2

1
4

3
4

1 3
2

sin x m
m  

گزینة11»2«41.1

 s Cin cosα = =� 4
5

ساده است: 
گزینة1»3«51.1

cos sin sin cos cos ( cos ) sin ( sin4 2 4 2 4 2 4 24 4 4 1 4 1x x x x x x x x+ + + = + − + + − ))  
 = + − + + − = − + −cos cos sin sin (cos ) (sin )4 2 4 2 2 2 2 24 4 4 4 2 2x x x x x x  
= − + − = − + − = − + = − =| cos | | sin | cos sin (sin cos )2 2 2 2 2 22 2 2 2 4 4 1 3x x x x x x  

گزینة1»4«61.1
 y x x x x x x x= − = − + =cos sin (cos sin )(cos sin ) cos4 4 2 2 2 23 3 3 3 3 3 6 اولاً 

نمودار این تابع چنین است:
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 . | DE |< π
6

| و CD |> π
6

. به همین  نحو، | BC |< π
6

| است، اما |AB > π
6

دقت کنید که

، 9 دورة تناوب کامل را طی می کنــد. در هر دورة تناوب فقط یکی از این  [ , ]0 3π y در بازة x= cos6 نمــودار
CD را داریم. لذا از تناوب  AB و در تناوب دوم، π ایجاد می شــود. مثلًا در تناوب اول،

6
پاره خط های بزرگ تر از

D را انتخاب می کنیم.  BC است( لذا < π
6

C را نمی توانیم انتخاب کنیم )چون B را داریم.  A و اول، دو جواب
2 جواب داریم.  1 1 1 10+ + + + =� از تناوب ســوم هم یک جواب و ... از تناوب نهم هم یک جواب داریم. کلًا

خیلی سؤال سخت و دشواری بود.

گزینة1»3«71.1

 ( )( ) ( )2 3 2 3 2 1 2 1 2 3 2 33− + + − + + = − + +
 .´ÄHï½jo¨ JIve nIM ½j ¯Ie IU

..

( )

SwH oMHoM6

3 32 2 6 8� ��������� ��������� =  

 = = = =6 2 6 2 12 2 336  
گزینة1»3«81.1

 | cosx | | sin x |
| sin | | cos |

| cos | | sin x |
| sin || cos

− = − = −2 1
2

1 2
2x x
x
x x ||

| cos | | sin x |
| cos || sin x |⇒ − =

={ x
x

2 0
2 1  

 | cos | | sin x | | cos | | cos || sin | | cos | ( | sin |)x x x x x x− = ⇒ − = ⇒ − =2 0 2 0 1 2 00  
|cos | | sin |x x x k≠ → = ⇒ = ±0 1

2 6IÀïZoh¶ oöIi ¾M
π π  

که همة این جواب ها در دامنة معادله صدق می کنند و قابل قبول اند

 | sin x || cosx |2 1=  
می دانیم سینوس و کسینوس حداکثر برابر 1 هستند. پس اگر ضرب یک سینوسی و یک کسینوسی برابر 1 باشد، 

باید هر دو هم زمان 1 باشند:

 
| sin x |

| cos |

2 1

1

2
2 4 2=

=






⇒

= ± +

=







 ⇒

= ± +

=
» » »

x

x k

x k

x
k

x k

π π

π

π π

π







  

± هیچ اشــتراکی ندارند. پس از این حالت هیچ جوابی به دست نیامد و همة  +π π
4 2

k و  kπ بدیهی اســت که
جواب ها، همان حالت اول بودند. 

گزینة1»3«91.1

 1
1

2
2

2
2 2

2
2

2
2

2

2

− +
+ +

=
+

+

cos sin
cos sin

sin sin cos

cos sin co

x x
x x

x x x

x x
ss

sin (sin cos )

cos (cos sin )
tan

x

x x x

x x x
x

2

2
2 2 2

2
2 2 2

2
=

+

+
=  

گزینة1»4«101.1
 (| cos | )(cos ) | cos | cosx x x x− − = ⇒ = =1

3
2
3

0 1
3

2
3

IÄ  



15

مه
خنا

س
پا

هایپرتست

 ، 2π α+ ، 2π α− ، π α+  ، π α− | در ربع اول باشــد. در این صورت cos |x = 1
3

α جــواب فرض کنید

] هســتند که جمع آن ها با جواب اول  , ]0 4π 4π هم جواب های دیگر این معادله در α− و 3π α+ ، 3π α−
16π است. α بود، برابر که

4π هم  β− 2π و β+ ، 2π β− cosx در ربع اول باشد. در این صورت = 2
3

β جواب فرض کنید

8π است. پس جمع  β بود، برابر ] هستند که جمع آن ها با جواب اول که , ]0 4π بقیة جواب های این معادله در
24π است. کل جواب ها

فصل 6 هایپرتست 
گزینة1»2«11.1

y است که عرض هایش  x x= −
4 4
[ ] f همان نمودار x x x x x

( ) [ ] ( [ ])= − = −
2

2
4

2
4 4

دقت کنید که نمودار 
دوبرابر شده اند.

گزینة1»2«21.1
 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]x x x x x x2 2 23 2 4 3 6 4 3 2 0− − = ⇒ − + = ⇒ − + =  

¥oTz¶ â¾±µ]

IÄ → − − = ⇒ = = ⇒ ∈([ ] )([ ] ) [ ] [ ] [ , ) [ ,x x x x x2 1 0 2 1 2 3 1 2∪ )) [ , )⇒ ∈x 1 3  
گزینة1»1«31.1

f خطی اســت با شــیب1− و عرض از  x a x( ) = − نمودار
g هم آبشاری است. x x x( ) | | | |= − − +3 1 . نمودار a مبدأ

y را در سـه  g x= ( ) y نمـودار f x= ( بـرای این کـه خـط(
نقطـه قطـع کنـد، باید دو ویژگی داشـته باشـد:

A عبـور کنـد. 2( خط y از پاییـن نقطـة f x= ( 1( خـط(
B عبور کند. )لطفاً قبـل از ادامة  y از بـالای نقطـة f x= ( )

مطالعـة پاسـخ، به ایـن موضوع بـا دقت فکـر کنید(:
 1 1 4 1 4 3) ( )f a a− < ⇒ + < ⇒ <  
 2 3 4 3 4 1) ( )f a a> − ⇒ − > − ⇒ > −  

 − < <1 3a بنابراین:
گزینة1»1«41.1

صحیح است. در نتیجه x − 2 2 عددی صحیح است، پس  4 22x x x−



 = − دقت کنید سمت چپ معادلة 

x هم عددی صحیح است و بنابراین:

x x x x x x x∈ ⇒ − ∈ ⇒ −



 = −� �2 4 2 4 2 42 2 2  

⇒ − + = ⇒ − + = ⇒ = ∈ → =2 4 2 2 5 2 0 22 2 1
2

2x x x x x x x
xIÄ

�  
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گزینة1»3«51.1
y را رسم می کنیم:  x x= − +| | | |1 نمودار

| که همان | | |x x m− + <1 می خواهیم جــواب نامعادلــة
6 عدد صحیح باشد. ) است، دقیقاً شامل , )a b

2 و1− و  0 هســتند. پس دوتای بعدی دوتا از این عددها1 و
6 عدد صحیح جور  2− هستند. تا این جا حداقل 3 و آخری ها
3− را شامل نشود،  4 و اعداد ( ,b)a می شوند. در صورتی که بازة

6 عدد صحیح: تعداد جواب های نامعادله می شود دقیقاً
 − ≤ < − < ≤ ⇒ < − + ≤ < − ≤  → < ≤− = − =3 2 3 4 5 2 1 7 5 2 1 7 5 72 1 2 1a b a b ma b m, ,  

گزینة1»4«61.1
] دو مقدار دارد. لذا دو حالت داریم: ] [ ]x x+ − می دانیم

] است و بنابراین: ] [ ]x x+ − �∋x باشد. در این صورت0= )1

 [ ] [ ] ,
[ ]

x x x x x x xx
x x

x2 20 0 0 1 0 1+ =  → + = ⇒ = −  → = = −∈
=

∈� �
IÄ   

] است و لذا:  ] [ ]x x+ − = . در این صورت 1− x∉�  )2

 [ ] [ ] ( ) [ ] [ ] ([ ] )([ ] )x x x x x x2 22 1 2 2 0 2 1 0+ = − − = ⇒ + − = ⇒ + − =  
⇒ = − = ⇒ ∈ − − ∈[ ] [ ] [ , ) [ , )x x x x2 1 2 1 1 2IÄ IÄ  

 x∈ − −( , ) ( , )2 1 1 2∪ x عددی صحیح نیست. پس در واقع اما دقت کنید که در این حالت فرض کردیم که
 x∈ − − − = − −( , ) ( , ) { , } ( , ] { } ( , )2 1 1 2 0 1 2 1 0 1 2∪ ∪ ∪ ∪ است. لذا کلًا می شود: 

گزینة1»3«71.1
نمودارها را رسم می کنیم. در ابتدا دقت بفرمایید که داریم:

 y x x
x

x x
= − =

≥
− <





| |
;

;

0 0
2 0

 

y هم که تابلو اســت. در شکل مقابل هر  x= −2 3
2

نمودار خط
دو را رسم کرده ایم:

A محل تلاقی  ABC را حســاب کنیــم. باید مســاحت مثلث
y است: x= −2 y با x= −2 3

2
 A x x x y AA: ( , )2 3

2
2 4 8 4 8− = − ⇒ = − ⇒ = ⇒ = −  

y با محور طولی است: x= −2 3
2

C نیز محل تلاقی خط و

 C: ( )2 3
2

0 4
3

1
2

1
2

4
3

1
2

8 4
3

16
3

− = ⇒ = ⇒ = × = × × = × × =x x S h BC y
ABC

A∆  
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گزینة1»4«81.1
g را رسم می کنیم: x x x( ) = − −2 102 f و نمودار x x x( ) | | | |= − + +2 3 نمودار

 ( , ]−∞ − ⇐3 f روی آن اکیداً نزولی است x( ) بزرگ ترین بازه ای که
⇐ فاقد نقطة مشترک  ⇐oÿÅ : تعداد تقاطع ها ( , ]−∞ −3 در

گزینة1»4«91.1
 [ ]x x x− = ⇒ ≤ − < ⇒ ≤ <2 1 1 2 2 3 4  

f به صورت زیر خواهد شد: بنابراین تابع
f x x x x x( ) | | | | x ( )= − − − = − − − + = −3 4 3 4 2 7

SLX¶ Âÿ¹¶

� �  

 f x g x x x x( ) ( )= ⇒ − = + −2 7 2 172 بنابراین: 

 2 10 0 2 5 2 0 5
2

22x x x x x x− − = ⇒ − + = ⇒ = = −( )( ) ,  

] تعلق ندارند، پس نمودارهای دو تابع نقطة مشترکی ندارند. , )3 4 که این جواب ها به  بازه
گزینة1»3«101.1

در بدبینانه ترین حالت، با ضابطه هایی مواجه می شویم که در درسنامه، 
نمونة نظیر آن ها را ندیده ایم. در این حالت بهترین کار، بازه بندی است، 

به عنوان مثال:

 f x x x

x x

x x

x x

( ) [ ]

;

;

;

= + =
− − ≤ <

≤ <
+ ≤ <






3

3 1 1 0
3 0 1
3 1 1 2

 

و رسم چندتا خط که کاری ندارد!

فصل 7 هایپرتست 

گزینة1»3«11.1
دو حالت داریم:

f تابعی اکیداً صعودی است. دقت کنید که در این حالت x a x( ) = −3 2 0 باشــد، آن گاه 1< <a اگر
f است. گزینه های »1« و »2« این ویژگی ها را  ( )0 3< f صعودی باشد، x( ) f اســت، یعنی اگر a( )0 3 32= <

رعایت کرده و صحیح هستند.
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f تابعی اکیداً نزولی اســت. دقت کنید کــه در این حالت x a x( ) = −3 2 a باشــد، آن گاه اگــر1<
f است. گزینة »3« این ویژگی را رعایت  ( )0 3> f نزولی باشــد، آن گاه x( ) f است، یعنی اگر a( )0 3 32= >

نکرده و نادرست است. گزینة »4«، البته که رعایت کرده.
. واضح اســت که گزینة »3« از  3 3 32 2 0a a− = × = ) عبور کند، زیرا , )2 3 روش دوم: نمــودار ما باید از نقطة

) عبور می کند. , )2 3 پایین نقطة
گزینة1»3«21.1

 5 12 3 5 12 3 25 144 27 196 143 5 1233 5 12 2 2 3log log log
+ + = + + = + + = =  

گزینة1»4«31.1
f را به صورت دوضابطه ای بنویسیم: x( ) | می توانیم |x دقت کنید که به خاطر

 f x
x

x

x x

x x

x x x
( ) ( )

( ) ;

( ) ;

| |= =
= ≥

= <










−
2 1

2

2 1
2

1 0

2 1
2

4 0
 

 y x= 4 ، به صورت نمودار تابع نمایی x بنابراین نمودار موردنظر برای0>
y است: ، به صورت نمودار تابع ثابت1= x و برای0≤

گزینة1»1«41.1
1 است. حالا  57rad� ° tan45 است. می دانیم 1° = بهانة خوبی است کمی مثلثات مرور کنیم. اگر یادتان باشد

1 بیشتر است: cot از 1 کم تر است ولی tan از ، مقدار 45° دقت کنید که در زاویه های حاده، تا قبل از
 0 45 1< < ° ⇒ < <x x xtan cot و البته: 
 45 90 1° < < ° ⇒ < <x x xcot tan  

 cot tan1 1 cot و cot1 11 < . از همین جا معلوم می شود که cot tan1 1 1< < 1rad در بازة دوم قرارداد، یعنی حالا
tan را انتخاب کنیم. tan1 1 tan است. ما دنبال بزرگ ترین هستیم. پس باید tantan cot1 1 11 1> > هستند، اما

گزینة1»3«51.1

 ( ) ( )
3
3

3 8
3

1
3

3 8
3

1 8
3

2 3 0 2x x x x Tx

T
T T= + ⇒ = +  → = + ⇒= >

t¼§÷¶ jkø »j
++ − =8
3

1 0T  

 ⇒ + − = ⇒ = − =  → = ⇒ = ⇒ = −>( )( )T T T T T xT x3 1
3

0 3 1
3

1
3

3 1
3

10
IÄ  

. بنابراین: A( , )−1 3 y و لذا = 3 y می فهمیم که x x= =( ) ( )
3
3

1
3

2 x در = با قراردادن1−

 | | ( ) ( ) ( )AB = − + + − = + =1 1 3 1 0 2 22 2 2 2  
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گزینة1»1«61.1
این که نیمه عمر ماده ای200 است، یعنی200 سال طول می کشد تا مقدار این ماده نصف شود، یعنی بعد از400 سال 

) برابر می شود. حالا مسئله دارد می گوید  )1
2

200
T

T سال، این ماده 1 مقدار اولیه می شود. به طور کلی بعد از
4

این ماده

که معادلة زیر را حل کنیم:
 ( ) / ( )
1
2

2500 156 25 1
2

1
16 200

4 800200 200
T T

T
T× = ⇒ = ⇒ = ⇒ =  

گزینة1»3«71.1
اول دامنه:

 
1 3 4 0
2 2 1 0
3 2 1 1

4
3

1
2
1

)
)
)

x
x
x

x

x

x

+ >
− >
− ≠

⇒

> −

>

≠













⇒
»

»           

xx∈ + ∞ −( , ) { }
1
2

1  

log در واقع دارد می گوید این لگاریتم منفی است. اما در درسنامة  ( )( )2 1 3 4 0x x− + < حالا دقت کنید که نامعادلة
) است. لذا می توانیم بگوییم که در واقع: )( )a b− −1 1 logb مانند علامت a 3 خواندیم که علامت بخش

 ( )( ) ( )( ) ( , )3 4 1 2 1 1 0 3 3 2 2 0 1 1 1 1x x x x x x+ − − − < ⇒ + − < ⇒ − < < ⇒ ∈ −  

. x∈( , )1
2
1 که اشتراک آن با دامنه می شود

گزینة1»1«81.1

 log log log log6 6 6 62 6
3

6 3 1= = − = − a log6 نتیجة مهم مقابل را داریم:  3 = a دقت کنید که از
. اینک داریم: log6 2 1= − a log6 و 3 = a لذا

 log log
log

log
log ( )

log log

log48
6

6

6

6

6 6

6
3 12 3 12

48
6 3
6 8

6 1
2

3

6
= =

×
=

+

+ 33 26log
 

 =
+

+ −
=

+

−
= +

−
= +

−

1
2

1 3 1

2
2

4 3
2
8 6

2
8 6

a

a

a

a
a
a

a
a( )

 
گزینة1»4«91.1

log باشد. در این صورت: ( ) log log12
2

3 22 3a b b a x+ = + = + = فرض کنید

 
log ( )
log
log

12
2

3
2

2
2
3

2
3

12
3
2

a b x
b x
a x

a b
b
a

x

x

x

+ =
= −
= −






⇒

+ =
=
=


−
−





 

، داریم: a x= −2 3 b و x= −3 2 حالا از

 
b

a

b
a

x

x

x

x
x x x x

=

=










⇒ =
=





⇒ = × = × =

3
3
2
2

3 3
2 2

12 2 3 2 3
2

3

2
3

2 2( ) ( ) (22 3 2 33 2 2 6 2 2a b a b) × = ×  
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12. بنابراین: 2x a b= + اما

 2 3 2 3 1 16 2 2 2 6 2
2

2 2
2

× = +  → × = + = +÷a b a b
a b

a b b a
a b  

 nm] → × = + ⇒ × = + ⇒ = +2 3 1 1 2 3 1 1 24 1 16 2
2

3
2 2b a b a b a

 

گزینة1»1«101.1
x باشد و به خاطر  x2 3 0− > محدودیت اول لگاریتم است، اما محدودیت دوم رادیکال است. به خاطر لگاریتم باید

1 باشد. پس با دو نامعادله طرفیم: 3 02− − ≥log( )x x رادیکال باید
   1( x x x x x2 3 0 3 0 0 3− > ⇒ − > ⇒ ∈ −∞ + ∞( ) ( , ) ( , )∪   1  

 2(1 3 0 1 3 10 32 2
10 1

1 210− − ≥ ⇒ ≥ −  → ≥ −
>

log( ) log( ) logx x x x x x  

⇒ − − ≤ ⇒ − + ≤ ⇒ ∈ −x x x x x2 3 10 0 5 2 0 2 5( )( ) [ , ]   2  
⇒ = −∩ ∪[ , ) ( , ]2 0 3 5  

فصل 8 هایپرتست 
گزینة1»3«11.1

) اســت که طبق فرض مسئله , )2 2m n f بازة x( )
2

) باشــد. آن گاه دامنة , )m n f بازة x( ) فرض کنیم دامنة

) باشــد که طبق فرض مسئله  , )m a n a− − f باید x a( )+ m . از طرفی دامنة = 3
2

) شــده. پس , )3 c
) شده. لذا داریم: , )1 2

 
m a

n a

n c

n a c
m

− =
− =
=






 → = = =

=
1
2

2

5
2

1
2

5
3
2 , ,  

 ( , )3 6+ +b b f بازة x( )+ 1
2

. از این جا می فهمیم که برد تابع f x x b x( ) ;+ = + < <1
2

3 1 در نتیجه2
R است. لذا: R b b R R b b

f x
f x f x f x

( )
( ) ( ) ( )( , ) ( , )

+ − + += = + + ⇒ = = + + + +1
2

1 1 13 6 3 1 6 1  

= + +( , )4 7b b  

 4 5
7 1 8+ =

+ ={ ⇒ = =b
b d b d, ) شده است. یعنی:  ,d)5 که طبق فرض

 a b c d+ + + = + + + =1
2

1 5 8 14 5/ از همة این ها داریم: 

گزینة1»1«21.1
g همان تابعی اســت که x( f اســت، پس( x( g تابع معکوس( x( ) این مســئله ظرافت خاصــی دارد. چون

. اما داریم: g x(f(x)) =

1 2
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 f x f x x
f x

x
x x

o f x x g x
x x3

3 3 3
3

3 3 3
( ) ( )

( ) f(x)
( ) ( ) ( )+ = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ = +  

 ⇒ + = + + + = =g g( ) ( )1 2 1 1
3

8 2
3

12
3

4
3

 
گزینة1»3«31.1

f کافی است به  (x )−1 f است که یک واحد به راست منتقل شده است پس برای یافتن x( ) f همان x( )−1
 f x a( ) {( , ) , ( ,b) , ( ,c)}− = +1 1 2 3 4 ، یک واحد اضافه کنیم:  f x( ) مؤلفه های طولی

 f x a b f− −= ⇒ + = +1 12 2 3 1 2 1 3 4( ) {( , ) , ( , ) , (c, )} (x) {( ,a ) , (b, ) , (c, )} از طرفی: 

، داریم: f x f x( ) ( )− = +−1 11 با قراردادن در
 {(a , ) , ( , ) , ( , )} {( , ) , ( , ) , (c, )}+ = +1 2 3 4 2 1 3 4b c a b  
,c) مســاوی باشــد. با توجه به مؤلفه های دوم، معلوم  )4 ) و , )b 3 ) و , )2 1a + ) باید با یکی از , )a +1 2 حالا
a است. در ادامه دو حالت داریم: a و لذا1= + =1 2 . از این جا ( , ) ( , )a a+ = +1 2 2 1 می شود که در حقیقت

 
( , ) ( , )

( , ) ( , )
,

3 3
4 4

3 4
b b

c c
b c

=
=





⇒ = =  

 
( , ) ( , )

( , ) ( , )
,

3 4
4 3

3 4
b c

c b
c b

=
=





⇒ = =  

abc است. در هر صورت12=
گزینة1»3«41.1

. f x( ) ] و لذا0= ]1 0
x

= x باشد آن گاه دقت بفرمائید که اگر1<

. f x( ) ] و لذا0= ]x 0 باشد، آن گاه0= 1< <x اگر

y چنین است: f x= ( ) . پس نمودار f x f( ) ( )= =1 x باشد، آن گاه1 اگر1=
y در دو نقطه این نمودار را قطع کند، یکی از این نقاط باید x a= +3 لذا اگر

 1 3 1 2= + ⇒ = −( ) a a ) باشد و لذا:  , )1 1

x قطع می کند. در نتیجه: = 2
3

ها را در x . اما این خط محور y x= −3 پس2

 A B AB x y= = ⇒ = + = + =( , ) , ( , ) | | ( ) ( ) ( )
2
3

0 11 1
3

1 10
3

2 2 2 2∆ ∆  

گزینة1»4«51.1

. پس  f g( ) ( )3 5 3= = f و g( ) ( )2 4 2= = . اما  f g≠ ، یعنی f g− f که می گوید0≠ g
f g

2 2−
−

اول دامنة
x است که داریم: تنها عضوی که از دامنه باقی می ماند1=

 f g
f g

f g f g f g
2 2

1 1 9 3 12 112−
−

= + = + = + = ⇒ + =( ) ( ) {( , )}  
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گزینة1»1«61.1
y که یک واحــد به چپ منتقل  f x= ( y همان( f x= +( )1 نمــودار
y را یک واحد به راست انتقال  f x= +( )1 شده اســت. لذا، اگر نمودار

y به دست می آید: f x= ( ) دهیم، نمودار 
. لذا باید برد  x T= f فرض کنید0≤ x( ) حالا برای محاســبة برد

 [ , ]−2 1 f را به دست آوریم که از نمودار معلوم است: T(T) ; ≥0
گزینة1»4«71.1

 
f x f x x x

f x f x x x

f x x

f

( ) ( )

( ) ( )

( )+ + = +

+ − = −






⇒ + =1

1
2 1 2
2

2

2

2
Íµ]

I¿¹¶ (( )

( )

( )x x

f x x

f x x=






⇒ + =

=





2
1 2

 

f اصلًا جور در نمی آید. در  x x( )+ =1 2 f باشد و این با x x( )+ = +1 f باشــد، لاجرم باید1 (x) x= اما اگر
حقیقت چنین تابعی وجود ندارد. )گزینه های »2« و »3« دام آموزشی هستند(

گزینة1»1«81.1
: g g هر دو وارون پذیرند. برای این کار ثابت می کنیم، هر دو 1ـ1 هستند، اول f و ثابت می کنیم

 g a g b f g a f a b g( ) ( ) ( ( )) (g(b)) a b= ⇒ = ⇒ + = + ⇒ = ⇒ ⇒2 2 ¦Ä ¾M ¦Ä oÄmQï·»nH» gg  
f را 2 واحد به چپ انتقال دهیم، نمودار تابع وارون پذیر f است، پس اگر (x ) g(x)+ =2 حالا با توجه به این که 

f هم وارون پذیر بوده است )از لحاظ نموداری به این موضوع فکر کنید(  g به دســت می آید. این یعنی خود x( )
زیرا اگر تابعی وارون پذیر باشد تحت هر انتقالی وارون پذیر می ماند.

گزینة1»1«91.1

. در نتیجــه نمودار  c = 3 2. پس 1 3= − +( ) cاســت. یعنــی y x c= +3 ) روی , )−1 2 می فهمیــم که 
y است. x= +3 3 تبدیل یافته

y می رسیم حالا اگر4 واحد  x= −3 y را 2 واحد به سمت چپ انتقال دهیم به1 x= + −( )2 13 از طرفی اگر
 2 ) و سپس , )− −1 2 ) را 4 واحد به پایین , )−1 2 y می رســیم. پس نقطة x= +3 3 به بالا منتقل شــود به
b است  = a و2− ) بازگردد. لذا1= , )a b ) انتقال می دهیم تا به , )1 2− ) یعنی , )− + −1 2 2 واحد به راست

. a b c+ + = − + =1 2 3 2 و
گزینة1»2«101.1

x داریم: T+ =2 2 . با تغییر متغیر f x
x x

x x
( )

;

| | ;
+ =

≥
− <





2
2 2

3 2
ابتدا دقت کنید که

 x T f T
T T

T T
= − ⇒ =

− − ≥
− − − <





2 2 2
2 2 2 2 2 2
2 2 3 2 2 2

( )
( ) ;

| | ;
 

 =
− ≥
− <





⇒ =
− ≥
− <





⇒ =
4 4 2
2 5 2

2
4 4 2
2 5 2

2
4T T

T T
f x

x x

x x
f x

;

| | ;
( )

;

| | ;
( )

xx x

x x

− ≥
− <





4 2
5 2 2

;

;
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حالا رسم:
a دارای این ویژگی  است که: a را در نمودار مشخص کرده ایم. عدد

 
5 2 4 1

2
− = ⇒ =a a

 

فصل 9 هایپرتست 
گزینة1»3«11.1

اطلاعات مسئله می گوید:
 f g f g( ) , ( ) , ( ) , ( )1 2 2 1 1 2

3
2 3= = ′ = ′ =  

8 بار استفاده از قاعدة زنجیره ای است. دقت بفرمایید که در عوض، عددهای مسئله  مشــتق تابع موردنظر در واقع
خیلی خوب هستند:

1( ( ( ( ))) ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( )g f x f x g f x f g f f gx′ = ′ ′  → ′ ′ = ′ ′ = ×=1 1 1 1 2 2
3

33 2=  

 2( ( ( ( ( )))) ( ) ( ( )) ( ( ( ))) ( ) ( (f g f x f x g f x f g f x f g fx′ = ′ × ′ × ′  → ′ × ′=1 1 1))) ( ( ( )))× ′f g f 1  

 = ′ ′ ′ = ′ ′ ′ = × × = ×f g f g f g f( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1 2 1 2
3

3 2
3

2
3

32  
تا تابع هم داریم: 8 و برای

 ′ ′ ′ ′ ′ ′ = × × × × × × = × =f g f g f g( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 2
3

3 2
3

3 2
3

3 2
3

3 24… � 44 16=  

گزینة1»1«21.1
y شروع می کنیم: f x= −2 3 1( ) با مشتق گرفتن از

  ′ = − × − ′ = − × ′ −  → ′ ==y f x f x f x f x y fx2 3 1 3 1 2 3 1 3 3 1 1 6 21( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ′′f ( )2  
 f ( )2 3= 1 را قرار می دهیم:  x عدد f به جای x x x( )3 22 1+ = + ، در تساوی f ( )2 برای محاسبة
x را عددگذاری می کنیم: f مشتق می گیریم و سپس1= x x x( )3 22 1+ = + ، ابتدا از دو طرف ′f ( )2 برای محاسبة

 ( ) ( ) ( ) ( )3 1 4 4 2 4 2 12 3 1x f x x x f fx+ ′ + =  → ′ = ⇒ ′ ==  
 ′ = × × =y ( )1 6 3 1 18 بنابراین: 

گزینة1»4«31.1
 ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( )( ( ))g x f ax g x f ax g x af ax+ + ′= ′ + + + + ′ +2 1 2 1 2 1 دقت کنید که: 

 x g f a ag f a= → ′ + + ′ +1 3 1 3 1( ) ( ) ( ) ( )  
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x را می خواهد که برابر است با: g در نقطة1= x f ax x x( ) ( ) ( )+ + = + +2 1 2 12 2 لذا مسئله مشتق تابع
 2 2 1 4 1 2 4 5 402 1( )( )x x x x+ + +  → × × ==  

گزینة1»2«41.1
. از این جا داریم: | |x x= x است. پس x نتیجه می گیریم0≤ اول این که به علت وجود

 f x x x
x

x x

x x

x

x
( )

( )( )

( )( )
= + −

−
= − +

− +
= +

+
2 3

1
1 2 3
1 1

2 3
1

 
و بنابراین:

 ′ + ′ = ′ = +
−

× +
+

′ = +
−

f x g x g x f x f x g x
x
x

x

x

x
x

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) (
1
3

2 3
1

2 3
3

′′)
´Ãv£U â½køI¤

 

 (
( )( ) ( )

( )
)

( ) ( )

2 1
2

3 1 2 3

3

3 2 3

3

3 3

32 2 2
x
x x

x

x
x

x

x

x
x

x

− − +

−
=

− − −

−
=

− − −

−
=−− + +

−
x x

x x

3 3
3 2( )

 

گزینة1»3«51.1
 x = 2 x داریم کار می کنیم. اما برای = 2 f′ را می خواهیم، پس در واقع با ( )3 f را داریم و x( )+1 از آن جا که

) صفرشــونده اســت. پس فقط از همان  )x3 8− ، عامل f x x x x( ) ( )( ) ( )+ = − − −1 1 2 283 3 3� و تابع
مشتق می گیریم:

 ′ + = − − − − − −f x x x x x x x x( ) ( )( ) ( )( )( )( ) ( )1 1 2 7 3 9 10 283 3 3 2 3 3 3� �  
 x= × × × × × − − − = × ×2 7 6 1 12 1 2 20 12 7 20� �( )( ) ( ) ! !  

گزینة1»1«61.1

x ندارد. پس باید صورت  f′ یک عدد ثابت اســت و x( ) . یعنی صورت ′ = + −
+ +

f x
b a b a

x a b
( )

( )

( )2
دقت کنید که

، عدد ثابت باشد. یعنی: 3 − f x( ) 3 3 3 2 3 3 0− = − +
+ +

= − + +
+ +

⇒ − =f x
bx a
x a b

b x a b
x a b

b( )
( )
( )

 

، داریم: f x( ) b در ضابطة = 3 b است. با قراردادن = 3 لذا

 f x x a
x a

f x
a a

x a

f x
x

( ) ( )
( )

( )

( )= +
+ +

⇒ ′ = + −
+ +

= −
+

3
3

3 3
3

3
72  

 ⇒ +
+ +

=
− +

+ +
+

= +
+ + +

⇒ + + = + ⇒ =2 9
3

3 3
3

7
2 9
3 7

3 72
a

x a

x a
x a
x

a
x a x

x a x a
( ) ( )( )

44  

. a b− بنابراین1=
گزینة1»2«71.1

، داریم: x f با قراردادن1= x f x x3 2 5 2( ) ( )+ = − از رابطة

 f f T T T ff T3 1 3 31 2 1 3 2 3 1 1( ) ( ) ( )( )+ =  → + =  → = ⇒=  â¾]nj â¾²jI÷¶ ==1  
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و البته با مشتق گرفتن از دو طرف این رابطه هم داریم:
 3 2 5 3 1 1 2 1 52 1 2f x f x f x f f fx( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ + ′ =  → ′ + ′ ==  

 f f f f f( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 3 1 2 1 5 5 1 5 1 1= → ′ + ′ = ⇒ ′ = ⇒ ′ =  
، داریم: y xf x= 2( ) حالا با مشتق گیری از

 ′ = × + ′  → ′ = + ′ = + ==y f x x f x f x y f f fx1 2 1 1 2 1 1 1 2 32 1 2( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )  
گزینة1»3«81.1

 f x x x x x x xab( ) ( ) ( )= + − − − − − + − − −2 1 2 1 1 1 1 12 2 2  
 = − + − − − = − + − − −| | | | | |x x x x1 1 1 1 1 1 1 1  

x  عددی مثبت است. لذا  − − = + − = + − =1 1 3 2 2 1 2 1 1 2 ، آن گاه x = +4 2 2 حالا اگر
 f x x x f x f( ) ( ) ( ) ( )= − + − − − = ⇒ ′ = ⇒ ′ + =1 1 1 1 2 0 4 2 2 0 ، داریم:  x برای این مقدار

x عدد منفی است. لذا برای این  − − = − − = −1 1 3 2 2 1 2 2 x باشــد، آن گاه = −4 2 2 اما اگر
، داریم: x مقدار

 f x x x x f x
x x

( ) ( ) ( ) ( )= − + + − − = − ⇒ ′ =
−

=
−

1 1 1 1 2 1 2 1
2 1

1
1

 

 x ab= − →
− −

= +4 2 2 21
3 2 2

1
2 1

2 1  

 ′ + − ′ − = − + = − −f f( ) ( ) ( )4 2 2 4 2 2 0 2 1 2 1 بنابراین: 
گزینة1»4«91.1

f مشتق می گیریم: x g x( ) ( )= 2 از دو طرف

 1
2

2 1
4

2 8 16 1
4

3 8 16 162 4

x
f x xg x f g g gx′ = ′  → ′ = ′ ⇒ × = ′ ⇒ ′=( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )) = 3

32
 

′ استفاده می کنیم. داریم: = ′ +g x g x( ) ( )2 1 حالا از تساوی

 x g g= ⇒ ′ = ′ = × =15 15 2 16 2 3
32

3
16

( ) ( )  

 x g g= ⇒ ′ = ′ = × =14 14 2 15 2 3
16

3
8

( ) ( )  

x g g= ⇒ ′ = ′ = × =13 13 2 14 2 3
8

3
4

( ) ( )  

x g g= ⇒ ′ = ′ = × =12 12 2 13 2 3
4

3
2

( ) ( )  
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گزینة1»3«101.1
f است. حالا داریم: ( )α α= f است، لذا x x( ) = α جواب معادلة چون

 ( ( )) ( ) ( ( )) ( ( ( ))) ( ) ( ( )fofof x f x f f x f f f x f f fx′ = ′ × ′ × ′  → ′ × ′=α α α )) ( ( ( )))× ′f f f α  

 f f f f f f f f( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ( ))α α α α α α α= → ′ × ′ × ′ = ′ × ′2  

 f f f f( ) ( ( )) ( ) ( ( ))α α α α α= → ′ × ′ = ′2 3  

′ = − ⇒ ′ = − ⇒ ′ = −f x x f f( ) ( ) ( ( )) ( )3 3 3 3 3 32 2 3 2 3α α α α از طرفی: 

فصل 10 هایپرتست 
lim گزینة1»2«11.1 [x a] [( ) ]

x
a

→

−
−

+ = + =
2

2 6  

. اما  a = 5 2 که یعنی 7+ =a ] است. این یعنی ]7 6− = 7 باشد. زیرا +2 عددی صحیح باشد، باید a لذا اگر
a هم صحیح نباشد، باز تساوی برقرار است: ] باشد، و ]2 6+ =a اگر

 [ ] ( , )2 6 6 2 7 4 5 4 5 4 5+ =  → ≤ + <  → ≤ <  → < < ⇒ ∈∉ ∉ ∉a a a a aa a a� � �  
 a∈ =( , ) { } ( , ]4 5 5 4 5∪ بنابراین:  

گزینة11»1«21.1
مخرج مشترک و ساده کردن، لطفاً:

 1
1

1
1 2

1 2 1
1 1 2+

−
−

= − − −
+ −

= − +
cos cos x

cos cos
( cos )( cos )

(cos co
x

x x
x x

x ss x)
( cos )( cos x)

2
1 1 2+ −x

 

 = − + −
+ −

= − − +
+

(cos cos )
( cos )( cos )

( cos )(cos )
( co

x x
x x

x x2 1
1 1 2

2 1 1
1

2

ss )( cos )
cos
cosx x

x
x1 2

1 2
1 2−

= −
−

 

 ⇒ = −
−

= + = = +∞
→ → + +lim (x) lim

cos
cosx x

f
x
xπ π

1 2
1 2

1 2
0

3
0

 

1 مثبت است. 2− cos x cos2 است، فهمیدیم که 1x ≤ دقت کنید، از آن جا که
گزینة1»1«31.1

روش اول: صورت و مخرج را گویا می کنیم تا بتوانیم از پرتوان استفاه کنیم:

 lim ( )( )( )

(x

x x x x x x

x x→+∞

+ − − + + − + + −
+ −
2 1 2 1 1 2
1

Rn¼Å Z»jq¶ Zoh¶ Z»jq¶

−− + + − + + −2 2 1 1 2)( )( )x x x x
 

 = + − − + + −
+ − − + + −

=
→+∞ →
lim

(( ) ( ))( )

(( ) ( ))( )
lim

x x

x x x x

x x x x

2 1 1 2
1 2 2 1 ++∞

+ + −
+ + −

3 1 2
3 2 1
( )

( )

x x

x x
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 ·H¼UoQ

lim lim
x x

x x

x x

x

x→+∞ →+∞

+
+

= =2
2

1  

lim اســت. در این مســئله،  جواب حدبرابر است با
x

x a x b

x c x d

a b
c d→+∞

+ − +
+ − +

= −
−

روش دوم: به طور کلی

. 2 1
1 2

3
3

1− −
− −

= =( )
( )

گزینة1»3«41.1
با توجه به فرمول روش دوم مسئلة )3( داریم:

 2 1
2

2 1
2

3 2 1 3 6 5a
a

a
a

a a a
− −
− −

= +
+

= ⇒ + = + ⇒ = −( )
( )

 

گزینة1»1«51.1
� پیوسته باشد. f در x( )+1 �، معادل است با این که f در x( ) دقت کنید که پیوسته بودن 

f داریم: x( )+1 در تابع
 f x

x

x
x

ax b x

( )
| x |

| |
; ( , ) ( , )

; [ , ]

+ =
−
+ −

∈ −∞ − + ∞

+ ∈ −









1 3 2
1 1

1 1

2
∪

 

x هستند. = x و1− ، درواقع1= f (x )+1 در نتیجه نقاط مرزی تابع

1( lim ( ) lim
| |

| |
lim lim

x x x x
f x

x x

x

x x

x

H

→ → → →+ + +
+ = −

+ −
= −

+ −1 1

2

1

2

1
1

3 2 3 2 ++

−

+

=2 1
1

2 3

4x

x

 

2( lim ( ) lim (ax b) a b
x x

f x
→ →− −

+ = + = +
1 1

1  

a است. b+ = 4 لذا تا این جا
x داریم: = lim )1حالا برای1− ( ) lim ( )

( ) ( )x x
f x ax b a b

→ − → −+ +
+ = + = − +

1 1
1  

2( lim ( ) lim
| |

| |
lim

( ) ( ) ( )x x x
f x

x x

x

x x

x→ − → − → −− − −
+ = −

+ −
= +

−1 1

2

1

2
1

3 2 3 −−2
 

H x

x
x
lim
( )→ − −

+

−
−

=
1

2 1
1

2 3

4  

− است. لذا: + =a b 4 بنابراین
 
a b

a b
a b

+ =
− + =

⇒ = =




4
4

0 4,  

گزینة1»2«61.1
 lim ( )( x)( x)

lim
( )( )

x x

x
x

x x x
x→ →

+ + + − = + + + −
0 0

21 1 2 1 3 1 1 3 2 1 3 1  

 = + + + − = + + = + + =
→ →
lim lim

( )
x x

x x x
x

x x x
x0

2 3

0

21 6 11 6 1 6 11 6 6 0 0 6  



28

مجموعهکتابهایجمعبندی

ور
نک
یک

رب
ج
یت

ض
ریا

گزینة11»2«71.1

 lim ( ) ( )
( ) ( )( )

lim
x x

x x x x
x x x x

x x
→+∞ →+∞

+ + − −
+ + + +

= + +2 1 2
2 1 3

4 42 3 3 3 2 xx x x x x

x x

+ − + − −
+ +

3 2 3

2
3 3 1 2

2 6 3
 

= + −
+ +

=
→+∞
lim
x

x x

x x

2

2
7 1

2 6 3
1
2

 

گزینة1»4«81.1

 lim ( ) ( )
lim

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x x

f x f

x

H f x f x
x

f f f f
→ →

−
−

′
=

′
⇒

′
2

2 2

2 2

2
4

2
2

2 2
2

2 (( )
( ) ( )

2
2

1
4

2 2 1
2

= ⇒ ′ =f f  

f است. لذا: x x a
x

( ) = +
+

3
2

اما

 ′ = −
+

⇒ ′ = − × + = ⇒ − = ⇒ = ⇒ = ±f
a

x
f f

a a
a a a(x)

( )
( ) ( )

6
2

2 2 6
16

6
4

1
2

36 32 4 22
2 2  

گزینة1»2«91.1
f است، پس: (x) ax b= + چون

 fof x f f x f ax b a a x ab b( ) ( ( )) ( ) (ax b) b= = + = + + = + +2  
در نتیجه:

 lim
x

a x ab b
x→

+ + −
−

=
2

2 6
2

4  

حد مخرج صفر است، لذا حد صورت هم صفر است:
 2 6 0 2 62 2a ab b a ab b+ + − = ⇒ + + =  1  

از طرفی بنا به قضیة هوپیتال داریم:

lim (x)

x

fa
a a a

→
= ⇒ = ⇒ = −  → = −

2

2
2

1
4 4 2 2 2IÄ

Â²»qº

Âÿ¹¶ KÃ{
 

â¾õMHn

 → − − + = ⇒ =2 2 2 6 22( ) b b b  
. f ( )− =1 f و در نتیجه4 x x( ) = − +2 پس2

گزینة1»1«101.1

 lim ( ) lim ( ) lim
[( ) ] ( )

( ) ( )x x x

f
x

f x
x

x→ → →

−

− − −
= =

− −

−1 1
2

1
2

2

2

1
4

1 2 1

6 3
== − −

−→ −
lim

| |

( )x

x
x1

2

2 1
6 3

 

= − − −
−

= −
−

=
→ →− −
lim

( ( ))
lim

( )( ) ( )x x

x
x

x
x1

2
1
2

2 1
6 3

2 1
3 2 1

1
3

 

1
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گزینة1»2«11.1

 a y y x x ax= ′ ⇒ ′ = +  → ==( ) ( )1 4 1 51 y قرار دارد. لذا:  x x= + −2 12 ) بر , )1 2 نقطة
y :معادلة خط مماس x y x− = − ⇒ = −2 5 1 5 3( )  

g مماس باشد. این یعنی: x a
bx

(x) = +
+

2
1

x بر = 3 y در x= −5 3 لذا قرار است

 g

g

a
b
ab

b

a b

a

( )

( )
( )

3 5 3 3
3 5

6
3 1

12

2
3 1

5

6 36 12

2
2

= × −
′ =

⇒




+
+

=

−
+

=
⇒

+ = +

− bb b b= + +
















5 9 6 12( )
 

 ⇒
= +

− = + +
⇒






− + = + +

a b

ab b b
b b b b

36 6

2 45 30 5
2 36 6 45 30 52

2( )  

 ⇒ + + =  → = − = −81 36 3 0 1
3

2 1
9

b b b b∆
IÄ  

. a b= + = −36 6 6 ، آن گاه b = − 1
3

اگر

. a b= + =36 6 2 ، آن گاه b = − 1
9

اگر

گزینة11»1«21.1
 ′ = −

−
= − −

−
=+

→ → →+ + +
f

f x f
x

x x x
xx x x

( ) lim
( ) ( )

lim
[ ] | [ ] |

lim
[1 1

1
0

11 1 1

11 1
1

+ +−
−

] | x [ ] |
x

 

 = −
−

= −
−

=
→ →+ +
lim

| |
lim

x x

x
x

x
x1 1

1 1
1

1
1

1  
گزینة1»3«31.1

y است. بنابراین باید: m0 2 1= − + x0 باشد، با توجه ضابطة خط 2= − دقت کنید اگر

 − + = − +
= − +





⇒
+ =

=
⇒ = − =







2 1 4 6
2 2 3

6 7
3
5

7 6 3
5

17
5

m m n

m m

m n

m
n

( )
( )  

گزینة11»2«41.1
راه حل مشتق را بی خیال شوید. ما کلی تابع بلدیم. در فصل تابع خواندیم که مماس بودن یعنی چه. باید دو 

∆ قرار دهیم: تابع را از هم کم کنیم و سپس0=

 x a
x

x
x a x x

x
x x a

x

2 2 2 2

2
3 2 3 8 4

2
4 8 4

2
+
−

− − + = + + − +
−

= − + +
−

( )  

 64 4 4 4 0 4 4 0 0− + = ⇒ − + = ⇒ =( )(a ) (a ) a ∆ صورت کسر را مساوی صفر قرار می دهیم:  حالا
x است. )مسئلة )3( را با این روش حل کنید.( با این روش عالی حتی معلوم است که طول نقطة تماس1=
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گزینة5»1«55.5
 ′ = −

−
= − +

−+
→ →

+ +
f

f x f

x

x x x

xx x
( ) lim

( ) ( )
lim

( [ ] ) ( )2 2
2

2 2 2
22 2

3 2
 

= − +
−

= − +
−

− = ×
→

+

→ →
+ + +

lim
[ ]

lim lim
x x x

x x

x

x x

x

H x

2

3

2

3

2

24 2 2
2

4 2 2
2

3 4
1

3 22 4 2− =  

گزینة5»4«65.5

 . y f x f x
f x f x

f
= + =

>
≤





( ) | ( ) |
( ) ; ( )

; (x)

2 0
0 0

کنید که دقت 

 y f x= ( ) y با توجه به نمودار f x= +( ) | f(x) | بنابراین نمودار

به راحتی قابل رسم است:
A مشتق ندارد. B C D, , , , E , F که به وضوح در نقاط

گزینة5»2«75.5
h2 است. لذا: 0≥ باید دقت کنید که

 lim ( ) ( )
lim

( ) ( )
( ) ( )

h h
x

f h f

h

f h f
h

f x
→ →

+ =
+ − = + − = ′ = + ′

+0

2

2 0
3

3 3 3 3 3 3 2 == 3  

گزینة5»2«85.5
f ریشة  x( ) f هستند. اما اگر (x) x ریشة a= x و = 3 ، لذا f x x x a( ) | ( )( ) |= − −3 دقت بفرمایید که
x نباید ساده باشند و  a= x و نه = 3 ساده داشته باشد، آن گاه در همان ریشه ها مشتق ناپذیر است. لذا نه

. a = 3 ) باید ریشة مضاعف داشته باشد. خب، این  یعنی )( )x x a− −3 به عبارتی
گزینة5»1«95.5

 | MA | ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= − + − = − + − + − = − + −x y x x x x2 3 2 2 1 3 3 2 4 12 2 2 2 2  

 = =x x2 | |  
| . پس: |x x= x است و لذا y می فهمیم که1≤ x= − +2 1 3 اما با توجه به دامنة

 f x x f x fx( ) ( ) ( )= ⇒ ′ =  → ′ ==1 2 22  
y از آن، به صورت  x= − +2 1 3 ) تنها نقطه ای در صفحه است که فاصلة نقاط روی نمودار , )2 3 تبصره: 

خطی رشد می کند.
گزینة5»2«105.5

x0 است، پس: 1= اولاً چون طول نقطة تماس

 
y a

y b
a b b a

0

0
3 2
1 2

1 1
2 1 1

= +

= +






⇒ + = + ⇒ = +

( )

( )
     1  

a است: a است. این یعنی مشتق تابع در نقطة تماس برابر ثانیاً شیب خط مماس برابر

 ′ = +  → + ==y x bx b ax3 2 3 22 1       2  
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 b a

b a
a b

= +
+ =





⇒ = − = −
1

3 2
5 4, داریم:  2 و  1 از 

y است. برای یافتن نقطة تلاقی باید معادلة  x x= −3 24 y و ضابطة تابع x= − +5 بنابراین معادلة خط2
 x x x x x x3 2 3 24 5 2 5 4 2 0− = − + ⇒ + − − = زیر را حل کنیم: 
x اســت، زیرا دو تابع در این نقطه مماس هســتند. در واقع با  می دانیم یکی از جواب های این معادله،1=

، داریم: x x بر1− x x3 24 5 2− + − تقسیم
 x x x x x3 2 24 5 2 1 2− + − = − −( ) ( )  
y به دست  = −8 ، عرض این نقطه y x= − +5 2 x اســت. با قراردادن در = پس طول نقطة تلاقی دوم2

. x y+ = −6 می آید. لذا

فصل 12 هایپرتست 
گزینة1»2«11.1

V به دست می آید.  r h= π 2 h باشد. می دانیم حجم استوانه از فرمول r و ارتفاع استوانه فرض کنیم شعاع قاعده

. حالا مقدار فلزی که باید مصرف شــود تا این اســتوانة درباز  h
r

= 10
2π

πr که این یعنی h2 10= بنابراین باید

2πrh را برای  πr2 از فلز را برای دایرة کف استوانه می خواهیم. مقدار ســاخته شود را محاســبه می کنیم. مقدار

 h
r

= 10
2π

2πrh است( که با توجه به دیوارة اســتوانه می خواهیم )فرمول مساحت دیوارة جانبی استوانه برابر با

، مقدار فلز  f (r) 2. چون استوانه درباز است، پس به فلز بیشتری نیاز نداریم. لذا تابع 10 20
2π

π
r
r r

( ) = می شــود

مصرفی، برابر است با:
 f r r

r
f r r

r
r r( ) ( )= + ⇒ ′ = − = ⇒ = ⇒ =π π π

π
2

2
3 320 2 20 0 10 10  

لذا کم ترین مقدار مساحت قاعده برابر است با:
 π

π
π100 1002

3 3=  

گزینة1»3«21.1

، به  این صورت بنویسیم:  T f را برحسب (x) | می توانیم |x T= . لذا با فرض0≤ f x x

x
( )

| |

| |
= +

+
1
32 اول این که

. f T

T
(T) ; T [ , )= +

+
∈ + ∞1

3
02  

∞+ است،  f را به دست آوریم. اما از آن جا که یک سمت بازه (T) f باید نقاط بحرانی (T) حالا برای محاسبة برد
lim را نیز حساب کنیم. پس: (T)

T
f

→+∞
باید

′ = + − +
+

= ⇒ − − + = ⇒ = = −f
T T T

T
T T T T(T)

( ) ( )

( )

1 3 2 1
3

0 2 3 0 1
2

2 2
2 3IÄ  

 T T≥ → =0 1  
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عددگذاری ها:
f f f

T
( ) , lim (T) , ( )1 2

4
1
2

0 0 1
3

= = = =
→+∞

 
بنابراین برد این تابع برابر است با : 

 Rf = ( , ]0 1
2

 
گزینة1»2«31.1

. بــه کمک  ( ( ) ) ( )− − + ′ = ′ −3 4 2 1 6 4 2f x f x دقــت کنید که
انتقال و انبساط عرضی و انقباض طولی، داریم:

6 چنین است: 4 2′ −f x( ) بنابراین جدول تعیین علامت
x ماکزیمم  =1 5/ y در f x= − − +3 4 2 1( ) لــذا تابــع

x یک مینیمم نسبی دارد. = نسبی و در2

گزینة1»1«41.1
f′ به صورت  است و از طرفی: x( صورت مسئله می گوید جدول تعیین علامت(

 ′ = + − +
+

f x
a x b x

x b
( )

( ) (ax )

( )

3 6 1
3

2

2 2  

f′ هستند. پس: x( 2− و1 ریشه های(
 
a b a

a b a

a ab

ab a

( ) ( )

( ) ( )

12 12 2 1 0
3 6 1 0

12 12
3 6

+ + − + =
+ − + =





⇒
− =

− =




 

 ⇒ = = ⇒ = =ab a a b12 2 2 6, ,  
b است، جواب قابل قبول است. بنابراین: چون0<

 b
a

+ = + =1 6 1
2

13
2

 
گزینة1»2«51.1

x دارای سه جواب است. از این معادله، داریم: x x k3 2− = + معنی سؤال این است که معادلة
y به صورت مقابل است: x x= −3 3 . نمودار x x k3 3− =

 ′ = − = ⇒ = = −y x x xM3 3 0 1 12
Min ax,  

⇒ = − =y yM Min ax,2 2  
y این نمودار  k= − باشــد، آن گاه < <2 2k دقت کنید اگر
k باشد، آن گاه = 2 2− یا را در ســه نقطه قطع می کند. اگر

y نمــودار را در دو نقطه قطع می کنــد. )در این حالت  k=
k باشد،  < −2 k یا > یکی از دو ریشــه،مضاعف است( اگر2
y این نمودار را در یک نقطه قطع می کند. ما دنبال  k= خط

 . k∈ −( , )2 2 تقاطع سه تایی هستیم، لذا
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گزینة1»4«61.1
f به صورت مقابل است: x x x x( ) ( ); [ , )= − ∈ − +∞2 4 2 نمودار

y از انتقال افقی این نمودار به دست می آید.  f x a= +( ) نمودار
دو حالت داریم:

. در  a  انتقال به ســمت چپ باشــد، .یعنی0<
تنها   y f x a= +( ) y و f x= ( ) این که بــرای  این صورت 
f ریشة نامنفی  x a( )+ دارای یک نقطة تلاقی باشــند، باید

نداشته باشد:
a اســت و البته نباید نمودار جدید  > این بدین معنی اســت که2

 . a ≤ 4 کاملًا عقب تر از نمودار اولیه باشد. یعنی باید حداکثر 4 واحد به عقب برگردیم و این یعنی
در  باشد.   a یعنی0> راست،  سمت  به  انتقال 

y اعداد مثبت باشند f x a= +( این صورت باید ریشه های(
 4 − است، زیرا اگر بیشتر از ≤4 a a و البته < که یعنی2−
واحد به راست انتقال دهیم، نمودارها تقاطعی نخواهند داشت. 
که   a∈ − −[ , ) ( , ]4 2 2 4∪ می شــود:  a حدود بنابراین 

2 بیان کرد. 4< ≤| |a می توان به صورت

گزینة1»4«71.1
f دقت بفرمایید که: x x

f x x

f x
( | |)

( ) ;

( ) ;
+ =

>
≤





2 0
0 0

 

x تابع ثابت اســت. لذا هرکدام از اعداد منفی هم ماکزیمم نسبی این  همان طور که می بینید، این تابع برای0≥
تابع اند، هم مینیمم نسبی. لذا این تابع بی شمار ماکزیمم نسبی و بی شمار مینیمم نسبی دارد.

گزینة1»1«81.1

. لذا وضعیت یکنوایی و اکسترمم های نسبی ( ( )) ( ) x ( )f x f x x+ ′ = ′ + = − = −1 1 3 3 3 12 2 دقت کنید که
y به شرح زیر است: f x= +( )1

 y f x= +( )1 Min نســبی تابع دقت کنید که الان معلوم شــد
از  اســت.   ( , ) ( , )1 1 3 1 1 1− + = − یعنی  ( , ( ))1 1 1f + نقطــة
f به اندازة 2 واحد به ســمت  x( )+1 f از انتقال x( )−1 آن جا که
f برابر با x( )−1 Min نســبی راســت به وجود می آید، پس نقطة
α و البته تابع جدید = 3 ) اســت. پس , ) ( , )1 2 1 3 1+ − = −

y اســت. حالا بــرای یافتن معادلة  x f x x f x= + = − +β ( ) ( )
خط مماس، به نقطة تماس و مشــتق نیاز داریم. طول نقطة تماس

x است.  = =α 3
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پس:
1( y f f= − + = − + + = − + − × + = ⇒3 3 3 2 1 3 2 3 2 1 0 3 03( ) ( ) ( ) ( , ) نقطة تماس:  

2( ( ( )) ( ) ( )− + ′ = − + ′  → = − + ′=x f x f x a fx1 1 33   
x داریم: = ′ و بنابراین با قــراردادن2 + = −f x x( )1 3 32 f نتیجه می دهــد x x x( )+ = − +1 3 13 امــا

. بنابراین: ′ = × − =f ( )3 3 4 3 9
شیب خط مماس = − + =1 9 8  
y :معادلة خط مماس )3 x y x− = − ⇒ = −0 8 3 8 24( )  

گزینة1»3«91.1

. در این صورت: T x= + >( )2 3 ) است. قرار می دهیم0 ) ( )2 3 2 3 1+ − =x x می دانیم

 f
T

T(T) [T( ) ] ;= + + >2 3 1 02  

g ادامه می دهیم: T T
T
T( ) ( ) ;= + + >2 3 1 02 موقتاً جزء صحیح را بی خیال می شویم و کار را با تابع

′ = + − = ⇒ = ± −  → = −>g T
T

T TT( ) ( ) ( )2 3 1 0 2 3 2 32
2

0  

′′ = > ⇒ ′′ − > ⇒g T
T

g( ) ( )
2 0 2 3 03 Min نسبی است.  طول یک نقطة T = −2 3  

)g است: )2 3− g همان T( ) لذا کم ترین مقدار

 g( ) ( ) ( )2 3 2 3 2 3 1
2 3

2 3 2 3 4 2 32− = + − +
−

= + + + = +  

] است. البته: ]4 2 3+ f هم T( ) بنابراین کم ترین مقدار
 Min (T) in f(x) [ ] [ ]f M= = + = + = + =4 2 3 4 12 4 3 7  

گزینة1»2«101.1
Min نسبی است، درحالی که  x دارای الف( صحیح نیســت. تابع زیر در1=

یک به یک هست:
y بی شمار اکسترمم نسبی و در نتیجه  x= sin ب( صحیح نیست. مثلًا تابع

بی شمار نقطة بحرانی دارد و البته هم که تابعی ثابت نیست.

y پیوسته باشد،  f x= ( پ( صحیح است. ما کل حالت های یکMin نسبی را در نکتة )4( درسنامه رسم کرده ایم. اگر(

Min نســبی آن به صورت  یا  یا  یا  یا   آ ن گاه
Max نسبی هم صحیح است. لذا  f تابعی یک به یک نیست. همین حرف برای x( ) اســت. در همة این حالات،
، اکسترمم نسبی داشته باشد، دیگر نمی تواند وارون پذیر باشد. معادل این حرف می شود:  f x( ) اگر تابع پیوســتة

f وارون پذیر باشد، حتماً اکسترمم نسبی ندارد. x( ) اگرتابع پیوستة
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گزینة1»3«1 .11

ابتدا دقت کنید که چون دنباله حسابی است، پس:

d dd= − − +  → = − + + − − =<2 3 2 3 2 3 2 3 2 4 3 20 2 d d< → = −0 2

 a a a a a a d a a7
2

5
2

7 5 7 5 6 62 2 2 2 2− = − + = = −( )( ) ( )( ) ( ) حالا طبق اتحاد مزدوج داریم: 

 = − = − + = − + −4 2 4 2 5 4 2 2 3 5 26 1a a d( ) ( )  

= − + − = − + − = − = −4 4 2 3 10 4 3 1 10 4 9 3 36 4 3
2

( ) ( ) ( )
abx»n

� ��� ���  

گزینة1»1«1 .21
2 است، اما 1 5∈ −[ , )a 2 باشند. لذا 3 4, , ] شــامل دقیقاً سه عدد صحیح باشد، این اعداد باید , )a −1 5 اگر

.2 3< ≤a 1 که یعنی 1 2< − ≤a 1. به عبارتی 1 5∉ −[ , )a

گزینة1»1«31.1

) دنبالة حسابی باشد که یعنی: , , )a q a q a1
4

1
2

12 3 a است. اما باید a q3 1
2= a و a q5 1

4= می دانیم که

 a q a a q a q q1
4

1 1
2

1
4 23 4 4 3 0+ = ⇒ − + =( )  

a q q q q1 0 4 2 2 24 3 0 3 1 0≠ → − + = ⇒ − − =( )( ) ⇒ = ± ±q 1 3,  
گزینة1»4«41.1

) سه جملة اول یک دنبالة حسابی اند، نتیجه می گیریم که: , , )x x+2 3 6 از این که

 x x x x x x x x+ + = ⇒ − + = ⇒ − − = ⇒ = ⇒ =2 6 6 6 8 0 4 2 0 4 2 16 4( )( ) IÄ IÄ  
پس دو حالت داریم:

) است. لذا , , )6 6 6 x می بینیم که سه جملة نخست دنبالة حسابی مورد بحث، = 4 با جایگذاری

q است هم  d= + =1
2

1
2

x و قدرنسبت آن = 4 d است. دنبالة هندسی که جملة اول آن =0 a1 و 6=
می شود:

 ( , , , , , )4 2 1 1
2

1
4

1
45… ⇒ =b  

a1 و 18= ) است که یعنی , , )18 12 6 x باشــد، آن گاه سه جملة نخست دنبالة حسابی =16 اگر

. b b q5 1
4 416 5

2
625= = − =( ) q است. پس d= + = −1

2
5
2

b و x1 16= = d است. لذا = −6
گزینة1»4«1 .51

. با جایگذاری در اطلاعات  ( , , )t x d z x d y x d= + = + = +3 2 d بگیریم، داریم: اگر قدرنســبت دنباله را
مسئله، داریم:
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1 1 15
4

1 1 5
2

2 3
3

15
4

2 3
2

x t

y z

x d
x x d

x d
x d x d

+ =

+ =










⇒

+
+

=

+
+ +

=

( )

( )( )
55
2










  

از تقسیم این دو معادله بر هم، داریم:

 ( )( )
( )

( ) ( )
x d x d
x x d

x dx d x dx x dx d
+ +

+
= ⇒ + + = + ⇒ + − =2

3
3
2

2 3 2 3 3 3 4 02 2 2 2 2  

 ¥oTz¶ ¾±µ] jIdUH

IÄ → + − = ⇒ = = −( )( )x d x d x d x d4 0 4  

 1 1 1 1
3

1 1
4

5
4

15
4

1
3x t x x d d d d

d+ = +
+

= + = = ⇒ =  : x d= حالت

1 1 1
4

1
4 3

1
4

1 15
4

5
4

15
4

1
3x t d d d d d d

d+ =
−

+
− +

= − + − = ⇒ − = ⇒ = −  : x d= −4 حالت
گزینة1»1«61.1

) باشند. در این صورت: , , , )a a q a q a q1 1 1
2

1
3 فرض کنیم این جملات

a a q

a q a q

a q
a q q

a q q q
a q q

1 1
3

1 1
2

1
3

1

1
2

1

1
2

1
1

1 1
1

+
+

= ⇒ +
+

= + − +
+

( )
( )

( )( )
( ))

= ⇒ − +
+

= ⇒ =1
2

1
1

1
2

1 1
2

2q q
q

q IÄ  

q a a a

q a
a

= ⇒ + = ⇒ = → →

= ⇒ +

1 1 1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1 1 1

1
1

, , , ¾±µ] ¸ÄoUï¦a¼¨

88
1 8

9
8
9

4
9

2
9

1
9

1
91= ⇒ = → →








 a , , , ¾±µ]¸ÄoUï¦a¼¨

 

گزینة1»2«71.1
q و قدرنسبت 

x

x
x

1
2 1

12
2

2= =
+

+ ) برابر است با , , )2 2 22 1 3 2x x x+ + دقت کنید که قدرنسبت دنبالة هندسی

. بنابراین داریم: q
y

y
y

2
2 1

13
3

3= =
+

+ ) هم برابر است با , , )3 3 32 1 3 2y y y+ + دنبالة هندسی

 q q x y
x

y

x

y1 2
1 1

1

1
6 2 3 6

2 6

3 6

2 2 6

3 3 6
= = ⇒ = = ⇒

=

=






⇒

× =

× =






+ +

+

+
 

 ⇒
=

=






⇒ = = ⇒ = × = ×

2 3

3 2
3 2 3 2 3

22 3 2 3

x

y
x y xylog , log log log

log
log

log22
3

1
log

=  

) دنبالة حسابی شود. باید داشته باشیم: , , )
1

1
1

1+ +x
z

y
xy است. حالا می خواهیم بنابراین1=

 1
1

1
1

2 1 1
1 1

2 2
1

2

1

+
+

+
= ⇒ + + +

+ +
= ⇒ + +

+ + +
=

↓
x y

z
y x
x y

z
x y

x y xy
z

( )( )
 

 ⇒ + +
+ +

= ⇒ = ⇒ =2
2

2 2 1 1
2

x y
x y

z z z  
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) می تواند .81 , , )a b c 38 است. لذا 1444 14002 = > 37 ولی 1369 14002 = < گزینة1»3«1 توجه کنید که
q وقتی رخ می دهد که  ) باشد. از آن جا که بیشترین مقدار , , )1 38 382 ) باشــد، اما نمی تواند , , )1 37 372

q است.  جملة اول تا جای ممکن کوچک باشد، پس37 واقعاً بزرگ ترین مقدار
گزینة1»3«91.1

 a n n
n

n n
n

nn = + −
+

= − +
+

= −2 3
2 3

1 2 3
2 3

1
2 ( )( )

( )
 

بنابراین:
 1 1 1 1

0 1
1

1 2
1

8 91 2 2 3 9 10a a a a a a+
+

+
+ +

+
=

+
+

+
+ +

+
� �  

 
·jo¨ IÄ¼¬

1 2 1
2 1

3 2
3 2

9 8
9 8

+ −
−

+ −
−

+ + −
−

�  

  = + − + − + + − = − =1 2 1 3 2 9 8 9 0 3�  
گزینة1»1«101.1

 cos , , , , , sin2
1 2

215 15° °a a an… a باشند. در این صورت دنبالة  a an1 2, , ,… فرض کنید واســطه ها

cos sin2 2
1 115 15 1° + ° = + ⇒ + =a a a an n است. این به خصوص نتیجه می دهد که: 

 n a a
n

n
nn( ) ( )1

2
1
2 2

20 40+ = = = ⇒ = پس مجموع واسطه ها می شود: 

 d = ° − °
−

= − ° = −sin cos cos2 215 15
42 1

30
41

3
82

42 جمله داریم و لذا:  40 واسطه داریم. پس کلًا لذا

فصل 14 هایپرتست 
گزینة1»1«1 .11

 cot , cotB
BH
AH

C
HC
AH

� �= = = =4
3

12
5

cot است. بنابراین:  , cotC B� �= =12
5

4
3

دقت کنید که 

 cot cotB C
BH HC
AH

a
ha

� �+ = + = = + =4
3

12
5

56
15

در نتیجه: 

AHC داریم: حالا دقت کنید که در مثلث قائم الزاویة

 h
b

C
h
b

h ba
C

C

a
a=  → = ⇒ =

=

=
sin

tan

sin

�
�

�

5
12
5
13

5
13

5
13

 

 a
h

a

b

a
b

b
aa

= = ⇒ = ⇒ =5
13

56
15

56
39

39
56

بنابراین: 

�sinC را پیدا کردیم. = 5
13

از فصل مثلثات خیلی استفاده کردیم، به خصوص آن جا که
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گزینة1»2«1 .21

 sin ,cosα α= =1
5

2
5

cosα در مثلثCBM داریم:  BM است. طبق تعریفsinα و = 5 اولاً

ABC داریم:
�

tan2α در MA باشد. از تعریف x= فرض کنید

 tan sin
cos

sin cos

cos sin
2 1

2
2
2

1
2

2
4
5

4
5

1
5

4
32 2α α

α
α α

α α
= + ⇒ = + ⇒

−
=

−
=x x == + ⇒ =x

x
1

2
5
3

 

 BC BD= = 2 CBD، نیمســاز و ارتفاع منطبق شده  اند، پس این مثلث متساوی الساقین است و
�

از طرفی در
است. لذا:

 BD
MA

= =2
5
3

6
5

 

گزینة1»3«31.1
دقت کنید که:

 
S

S
MBC

MNP

�

�
=

× × × ° −

× × ×
=

1
2

2 7 180

1
2

2 1
7

sin( )

sin

β

β
 

 
S

S
PAC

MNP

�

�
=

× × ° −

× × ×
=

1
2

5 5 180

1
2

2 2

25
4

sin( )

sin

γ

γ
 

 
S

S
ANB

MNP

�

�
=

× × × ° −

× × ×
=

1
2

3 3 180

1
2

2 1

9
2

sin( )

sin

α

α
 

 
S

S

S

S S S S

MNP

ABC

MNP

MNP MNP MNP MNP

�

�

�

� � � �

=
+ + +

= =
7 25

4
9
2

1
75
4

4
75

بنابراین: 

گزینة1»3«41.1
. بنابراین مســاحت ذوزنقه می شود: S = =36 6 بنا به قضیة پروانه داریم: 

 4 9 6 6 25+ + + =  

گزینة1»1«51.1
با توجه به موازی بودن خطوط، نسبت ها به صورت مقابل هستند:

 است. 
S

S
NOM

NOC

�

�
= 3
7

 ، NMCو مثلث NOبا توجه به خط

S است.  x S x
NOC NOM
� �= =7 3, لذا 
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MN داریم: AMC و با توجه به خط حالا در مثلث
 
S

S

S

x
S

xMNA

MNC

MNA

MNA

�

�

�

�= ⇒ = ⇒ =3
7 10

3
7

30
7

 

 
S

S
x
x

OMN

AMN

�

�
= = =3
30
7

7
10

70% در نتیجه داریم: 

گزینة1»3«61.1
GF است و خط های موازی، مثلث های متشابه ساخته اند. لذا: NC= EG و BM= دقت کنید که

 9 16 42 2 2 2
S

EG
BC

BM
BC S

MN
BC S

GF
BC

NC
B

ABC ABC ABC
� � �

= = = = =( ) ( ) , ( ) , ( ) (
CC
)2  

از جمع جذر این روابط داریم:

 4 9 16 1 2 3 4 81+ + = + + = ⇒ + + = ⇒ =
S

BM MN NC
BC

S S

ABC
ABC ABC�
� �  

گزینة1»1«71.1
. وجود  B 4 و مرکز B یعنی دایره به شــعاع فاصلة 4 از نقطة
L مماس است. به نحو  ، یعنی دایره بر L یک نقطه روی خط
L مماس است. حالا A هم بر مشابه دایره به شعاع 3 و مرکز

 AM
MB

AP
BQ

= = 3
4

APM و بنابراین:  BQM
� �
∼

گزینة1»1«81.1

OMN دو قاعدة موازی دارند، لذا متشابه اند. بنابراین:
�

OAB و
�

 
S

S
MN
AB

MNOMN

OAB

�

�
= =( )

( )2
2

36
 

 S S S S SABCD
OAB OAB OAB OAB

= + + =� � � �( ) ( )
81
36

2 9
6

25
4

از طرفی می دانیم که: 

 EM EM
6

1
6

1= ⇒ = DAB داریم: 
�

EM و طبق تالس در NF= می دانیم

 MN EF EM= − = × + ×
+

− =2 6 1 9 5
1 5

2 1 6 5( ) / MN هم که کاری ندارد.  محاسبة

بنابراین:
1

36
6 5
36

2 25
4

2 2
)

( ) ( / )

)

S
MN

S S

S S
OMN OAB OAB

ABCD
OAB

� � �

�

= =

=










⇒
SS

S
OMN

ABCD

�

= =

( / )
/

6 5
36
25
4

1 69
9

2
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گزینة1»2«91.1
کوچک ترین نیمساز روی بزرگ ترین ضلع می نشیند.

 AB D بر دو ضلع A است، پس ارتفاع هایی که از AD نیمســاز چون
AC و D از دو خط AC وارد می شــوند، درواقع حکــم فاصلة نقطة و 

AB را دارند. می دانیم روی نیمســاز، فاصله از دو ضلع زاویه برابر است. 
 DH DH= ′ پس:

 
S

S

DH

DH

ABD

ADC

�

�
=

′×

×
= =

1
2

4

1
2

6

4
6

2
3

بنابراین:  

اما از طرفی می دانیم که:

 
S

S
BD
DC

BD
DC

BD x DC x x x BD DCABD

ADC

�

�
= ⇒ = ⇒ = = ⇒ = ⇒ = ⇒ = =2

3
2 3 5 8 8

5
16
5

24
, ,

55
 

 DH DH= ′ A و A 1 2= ′ADH در واقع قابل انطباق هستند، زیرا حالا دقت می کنیم که دو مثلثADH و
BH و D′ DH. حــالا در مثلث های DH h= ′ = AH و AH y= ′ = AD هم وتر مشــترک اســت. پس: و

CHD، طبق فیثاغورس داریم:

 
h y

h y
y y

2 2 2

2 2 2

2
4 16

5

6 24
5

6 4
+ − =

+ − =










 → − − −
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )I¿¹¶ 22 2 224

5
16
5

= −( ) ( )  

 ⇒ = = ⇒ = + = + = =y h AD y h
9
5

3 3
5

81
25

27
5

216
25

6 6
5

2 2,  

 AD bc
a
b c

= −
+

( ( ) )1 2 برابر است با:  A روش تستی: به طور کلی اندازة نیمساز زاویة

 AD = − =24 1 8
10

6 6
5

2( ( ) ) پس در این مسئله: 

گزینة1»4«101.1
. BC = 7 AC و = 6 AB و = 5 فرض کنید

ABC متشابه و دارای تناسب معکوس است: AH با مثلث H3 2 مثلث

 AH
AC

AH
AB

H H
BC

AH AH H H3 2 2 3 3 2 2 3
6 5 7

= = ⇒ = =  

ABC متشابه اند و:
�

BH هم با H1 3 CH و H1 به همین نحو مثلث های2

 CH CH H H BH BH H H2 1 1 2 1 3 1 3
7 6 5 5 7 6

= = = =,  
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بنابراین می توانیم بنویسیم:

 
6 7 5
5 7 6 1

5
5
7

19
35

5 6 7

x z

x y x y z

z y

+ =

+ = ⇒ = = =

+ =









, ,  

حالا داریم:

 S
S

S S S
S

x x y y z z

ABC ABC

4 1 2 31 1 6
5

5
6

7
6

6
7

5
7

7
5

1 2
� �

= −
+ +

= − × + × + × = −( ) ( ) (
007
245

38
245

) =  

فصل 15 هایپرتست 
گزینة1»3«11.1

L تا عرض مســتطیل 2 واحد فاصله دارد. شکل حاصل از دوران یک  درواقع خط
3 و شعاع قاعدة 6 است که یک استوانه به ارتفاع 3 و شعاع قاعدة استوانه به ارتفاع

V 2 از وسط آن حذف شده است: = × − × =π π π( ) ( )6 3 2 3 962 2  
گزینة1»2«21.1

. ′ = +A F a c AF و a c= − می دانیم
′ × = ⇒ + − = ⇒ − = ⇒ =A F AF a c a c a c b16 16 16 162 2 2( )( )  

MF.در نتیجه داریم: b
a

=
2

از طرفی

S
MF AA

b
a

a
b

A MA′
= × ′

=
×

= =� 2

2

2
16

2

2  
گزینة1»2«31.1

اگر خوب دقت کنیم می فهمیم دو خط موازی هستند. دو خط موازی تنها به شرطی 
وترهای مســاوی روی دایره ایجاد می کنند که نسبت به مرکز دایره متقارن باشند.

)O پیدا کنیم. در فصل  , )−1 2 3 را نســبت به 4 2x y+ = پس باید قرینة خط
معادلة خط فرمول قرینة خط نسبت به نقطه را خواندیم:

 3 2 4 4 2 3 4 10 2 3 4 8( ) ( )− − + − = ⇒ − − + = ⇒ + =x y x y x y  
گزینة1»1«41.1

 r = + − − =1
2

4 4 4 3 5( ) O و = − −( , )1 1 x به ترتیب y x y2 2 2 2 3+ + + = مرکز و شــعاع دایرة

| باشد. یعنی: | d R rOO′ = = + است. برای این که دو دایره مماس خارج باشند، باید

 | OO | ( )′ = + = = + ⇒ = − ⇒ = = −2 3 13 5 13 5 13 52 2 2 2R R S Rπ π  

= −π( )18 2 65  
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گزینة1»4«51.1
8 است. لذا ما دنبال مثلث هایی  6 و محیط14 باشد، پس جمع دو ضلع دیگر اگر یک ضلع
2 در  6c = 8 هســتیم. یک بیضی با فاصلة کانونی با یک ضلع 6 و مجموع دو ضلع دیگر
8 بگیریم، آن گاه مجموع  6 مثلث اســت. اگر قطر اصلی بیضی را ′FF ضلع نظر بگیرید.
M روی بیضی، از دو کانون است. دو ضلع دیگر، درواقع مســاوی با مجموع فواصل نقطة

B قرار بگیرد.  M در بالاترین نقطه، یعنی روی بین تمام مثلث های از این نوع، بیشترین مساحت وقتی است که

1 می شود:
2
2( )c b cb= در این حالت مساحت مثلث برابر با

 c a a b c b b s bc= = ⇒ = + ⇒ = + ⇒ = ⇒ = =3 4 16 9 7 3 72 2 2 2,  

گزینة1»1«61.1

 OC = + =2 1 52 2 شعاع دایره برابر است با: 
5 خواهیم داشــت که  وقتــی این شــکل را دوران می دهیم، کره ای به شــعاع

2 از دل آن حذف شده است. پس: 2 و ارتفاع استوانه ای به شعاع

V = − = − = −4
3

5 2 2 20 5
3

8 20 5
3

83 2π π π π π( ) ( ) ( )  

گزینة1»4«71.1
) تلاقی دارند.  , )3 3 x در نقطة y+ = 6 y و x= ابتدا دقت کنید که

k باشد. < 3 ) مرکز دایرة مورد بحث باشد، لزوماً باید , )h k حالا اگر
از طرفی داریم:

 r h k k h= + − = −| | | |6
2 2

 

⇒ + − = − ⇒ =+ − = − =( ) ( )h k k h hh k h k k6 36 3IÄ IÄ  
پس طبق معمول دو حالت داریم:

) و شــعاع دایره , k)3 h باشــد، مرکز دایــره = 3 اگــر

r است. لذا معادلة دایره می شود: k= −| |3
2

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
(( , )x y k r x y k

k
k

k− + − = ⇒ − + − = −  → + − =3 3 3
2

0 12 2 2 2 2
2 3 1 2 −− 3

2

2)  

  ⇒ − + = − + ⇒ + − = ⇒ = − ±2 4 2 6 9 2 7 0 1 2 22 2 2k k k k k k k  

 ⇒ = − = − − − + ⇒ = + −r
k

r
| | | | | |3

2
4 2 2

2
4 2 2

2
2 2 2 2 2 2IÄ IÄ  

k منتفی است. < 3 k باشد، این حالت با توجه به شرط = 3 اگر
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گزینة1»3«81.1
 d A تا مرکز دایره را ، فاصلة A برای هر نقطة بیرون دایره مانند
)O و , )− −1 2 . مثلًا در این مسئله | OA | d= می نامیم. یعنی

. در این  d OA= = + =| | 3 3 3 22 2 )A است و لذا , )2 1
d و بیشترین فاصلة r− A تا دایره برابر صورت کم ترین فاصلة

d است )شکل را نگاه کنید(. لذا حاصل ضرب این  r+ A تا دایره

) اســت. لذا داریم: )( )d r d r d r− + = −2 2 دو مقدار برابر با

 r d r= + − − = ⇒ − = − =1
2

2 4 4 1 6 18 6 122 2 2 2( )   

گزینة1»4«91.1
 y x= خطی کــه از مرکز دایره می گــذرد و بر خط10+

عمود است؛ از این نقطه هم عبور می کند! نگاه کنید:
جالب اســت که این خط از دورترین نقطه هم می گذرد. لذا 
کار ما این اســت که معادلة این خط را پیدا کنیم و با دایره 
تقاطع دهیم. همین اول کار، شیب این خط1− است. پس:

 y x b b b= − +  → = − + ⇒ =( , ) :1 0 0 1 1½oÄHj q¨o¶  
y است. با دایره تقاطع می دهیم: x= − لذا خط موردنظر1+

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y x x x x− + = ⇒ − + − + = ⇒ − = ⇒ − =1 8 1 1 8 2 1 8 1 22 2 2 2 2  
x یا x x− = − ⇒ = = −1 2 3 1IÄ  

 y x y= − + ⇒ = + =1 1 1 2 y داریم:  x است. لذا برای یافتن = بدیهی است که برای نزدیک ترین نقطه1−
) است. , )−1 2 پس نزدیک ترین نقطه

گزینة1»3«101.1
) و   , )5 5 ) و , )0 0 d بر هر دو دایره مماس باشد، مرکز دایره ها به ترتیب y mx h: − + فرض می کنیم خط0=

4 باشد: 3 و d باید به ترتیب 4 است. بنابراین فاصلة مرکز دایره ها از 3 و شعاعشان به ترتیب
| |h

m
h m m

1
3 3 1 3 1

2
2 2

+
= ⇒ = + − +IÄ  

| |5 5

1
4 5 5 4 1 4 1

2
2 2− +

+
= ⇒ − + = + − +m h

m
m h m mIÄ  

اکنون چهار حالت داریم:
5 5 3 1 4 12 2− + + = +m m m  

⇒ − = + ⇒ − + = ⇒ =  → =5 5 1 12 25 12 0 3
4

4
3

3
4

2 2m m m m m m, ¦a  

5 5 3 1 4 12 2− + + = − +m m m  
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⇒ − = − + ⇒ + + ⇒ = − − →5 5 7 1 12 25 12 3
4

4
3

2 2m m m m m ,   هر دو غیر قابل قبول اند

5 5 3 1 4 12 2− − + = +m m m حالت سوم 

⇒ − = + ⇒ + + = ⇒ = − − →5 5 7 1 12 25 12 0 3
4

4
3

2 2m m m m m , هر دو قابل قبول اند  

5 5 3 1 4 12 2− − + = − +m m m حالت چهارم  

⇒ − = − + ⇒ − + = ⇒ =  → =5 5 1 12 25 12 0 3
4

4
3

4
3

2 2m m m m m m, ¦a  

. ± 4
3

± و 3
4

بنابراین شیب های قابل قبول عبارت اند از

فصل 16 هایپرتست 
گزینة1»2«11.1

. بنابراین داریم: var ( ) ( )a
n

d= −2
21

12
a است و واریانس آن ها a a an n= + =1

2 2
میانگین این داده ها

 σa na
n

d
a n d= ⇒ − = × = + −10

5
1

12
10
5 2

10
5

0 1
2

2
2( ) ( ) (

( )
)  

 ⇒ − = × − ⇒ + = − ⇒ + = − ⇒ =( ) ( )
( )

n
d

n d n
n n n n

2
2

2 21
12

10
25

1
4

1
3

2
5

1 5 5 6 6 11  

گزینة1»2«21.1
Ák¿¶ » Â±ø یک شــخص جدید اســت که البته نباید  علی و مهدی به!2 حالت کنار هم قرار می گیرند. حالا
5 دختر را به 4 پســر باقی مانده اند( ، قرار بگیرد و بقیة پسرها هم کنار هم نباشند. ابتدا هم کنار هیچ پســری )

!5 حالت قرار می دهیم:
 ○ ○ ○ ○ ○ ○g g g g g1 2 3 4 5  

 6
5 5




× ! Ák¿¶ » Â±ø را قرار می دهیم:  4 پسر و 6 مکان ایجادشده در

 5 6
5 5 120 6 120 86400! !×




× = × × = کلًا می شود: 

گزینة1»3«31.1
6 است؟  } در چه حالت هایی مضرب , , , }1 2 6… n داستان داریم. ضرب سه عدد از A( 63 اما برای( = n S( )
6 داریم را باید جداگانه بررسی  3 و یک عدد زوج داشته باشیم، اما حالت خاصی که کافی است یک عدد مضرب

3 است و هم زوج است. پس: 6 به تنهایی هم مضرب کنیم، چون
 ، ( )53 6 نداریم ) منهای حالت هایی که )63 6 باشد. این می شود کل حالت ها حداقل یکی ازسه عدد

. 6 53 3− یعنی
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 ) 3 3 )که یعنی خود 6 نداشته باشــیم، در عوض یک عدد زوج و یک مضرب در اعداد ظاهر شــده
داشته باشیم. لذا:

 

k{IM 3 oMHoM

pH Â§Ä

jkø ¾w

½kºI¶ ïÂ¤IM j

3
1 1 4 4 2 2





↓

× × × − ×
↑
(

kkø »j pH

.k{IM Z»p Â§Ä ®¤Hke

� ����� ����� ) = × =3 12 36
  

3
2 1 2 6





× × = 3 داشته باشیم و یک عدد زوج:  در اعداد ظاهر شده دوتا

 P A n A
n S

( )
( )
( )

= = − + + =6 5 36 6
63

133
216

3 3
بنابراین: 

گزینة1»2«41.1
5 باشد پس کل اعداد  به دنبال عددی چهاررقمی هســتیم که همة ارقامش فرد باشــد و حداقل یکی از ارقامش

5
4 44 369− = 9 می کنیم:  7 و ، 3 چهار رقمی با ارقام فرد را منهای اعداد چهار رقمی با ارقام1،

گزینة1»1«51.1

 پس:
20 20

1
21
1n n n









 +

+








 =

+








 20می دانیم:

1
20

12n n+








 =

−









  

بنابراین:
n n n n n n+ + − = + = − ⇒ =  → = −−1 1 20 1 1 4 4 2 12 2 2 1IÄ -5

¦a, , , , ,  
8− است. n برابر با در نتیجه حاصل ضرب مقادیر

گزینة1»2«61.1
1 اســت. حالا برای این که مریم برادر 

6
کوچک ترین فرزند خانواده مریم باشــد. احتمال این موضوع

. 1
6

31
32

× . یعنی تا این جا 31
32

بزرگ تر داشته باشد، کافی است حداقل یکی از بقیة فرزندان پسر باشد. یعنی
حالت های دیگر هم به همین صورت محاسبه می شود. لذا داریم:

 1
6

31
32

1
6

15
16

1
6

7
8

1
6

3
4

1
6

1
2

0 1
6
31 30 28 24 16

32
1× + × + × + × + × + = + + + + =( )
229
192

 

nگزینة11»1«71.1 S( ) !=12  
4 کتاب  تایی کتاب های زیست است، 5 . حالا یک شیء داریم که بستة 5! : کتاب های زیســت کنار هم n A( )
3 کتاب  !5 حالت  کنار هم قرار می دهیم و 4 کتاب ریاضی را به 3 کتاب فیزیک داریم. ابتدا این بسته و ریاضی و
 ○ ○ ○ ○ ○ ○B B B B B1 2 3 4 5 6 جایگاه باقی مانده قرار می دهیم تا کنار هم نباشند:  3 تا از فیزیک را در

 n A( ) ! ! != × ×








×5 5

6
3

3 بنابراین: 

پس:

  P A( )
! !

!
=

× ×





5 3 6
3

12

2
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گزینة1»4«81.1
P همان ویژگی های احتمال عادی است که فضای  x y( | ) است. از طرفی( ) ( )A B B− = ∅∩ دقت کنید که

y شده است. لذا: نمونه ای آن
 P A B A B P B A B P A B B A B P A B A B(( ) | ( )) ( | ) (( ) | ) (( ) | ( ))− + = − = =∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ 1  

گزینة1»1«91.1
 6 4 20, , 9 برابر10 اســت. پس افزودن این داده ها، باعث تغییر میانگین نمی شود. میانگین 10 11, , میانگین
نیز برابر 10 اســت کــه حذف این داده ها هم میانگیــن را تغییر نمی دهد. پس میانگین ایــن داده ها هنوز10 
x باشــند. حــالا باید داده هــای جدید  x x x1 2 3 7 6 4 20, , , , , , ,… اســت. فرض کنیــم داده های اولیه

x باشند. طبق فرض مسئله داریم: x x1 2 7 9 10 11, , , , , ,…

 var ( )
( ) ( ) ( )

x
x x x

1
1

2
2

2
7

2
16 10 10 10 16 36 100

10
16= ⇒ − + − + + − + + + =�  

 ⇒ − + − + + − =( ) ( ) ( )x x x1
2

2
2

7
210 10 10 8�  

بنابراین:

 var ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (

x
x x x

2
1

2
2

2
7

2 2 210 10 10 9 10 10 10 11= − + − + + − + − + − + −� 110
10

2)  

= + =8 2
10

1  

 CV x( )2
1

10
1
10

= = بنابراین: 

گزینة1»4«101.1
 n S( ) = 63  
a زوج است. لذا c+ a باشد. پس c b+ = 2 ) تشکیل دنبالة حسابی بدهند، باید , , )a b c : برای این که n A( )

  c a» b خودبه خود، میانگین 3 حالت دارد. ) 3 3 3 18× + × = a هر دو زوج یا هر دو فرد باشــند، یعنی c,
است و به1 طریق انتخاب می شود.(

q فکر کنیم: ) تشکیل دنبالة هندسی بدهد، بهتر است برحسب , , )a b c برای این که
 1( q = ⇒ ⇒1 1 1 1 2 2 2 6 6 6( , , ) , ( , , ) , , ( , , )… ⇒ حسابی هم هستند قبلًا شمرده شدند  
2( q = ⇒2 1 2 4( , , )  

3( q = ⇒1
2

4 2 1( , , )  

8 دنبالة  9 در اعداد تاس نیست. لذا فقط ) است که , , )1 3 9 q باشد، آن گاه کوچک ترین دنبالة ممکن = 3 اگر
هندسی داریم که تنها دو حالت آن ها را قبلًا نشمرده ایم:

  n A P A( ) ( )= + = ⇒ = = =18 2 20 20
6

20
216

5
543  


