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 a نشان می دهیم که در آن ( , )a b تعریف زوج مرتب: به هر دوتایی که برای آن ها ترتیبی در نظر گرفته شود، زوج مرتب می گوییم. زوج مرتب a و b را با نماد

b باشد.          d a و c ) را مساوی گوییم، هرگاه , )c d ) و , )a b مؤلفۀ اول و b مؤلفۀ دوم می باشد. دو زوج مرتب
 A B انتخاب شود، رابطه ای از مجموعۀ A و مؤلفۀ دوم آن ها از مجموعۀ تعریف رابطه: به مجموعۀ دلخواهی از زوج مرتب ها که مؤلفۀ اول آن ها از مجموعۀ

R نمایش داده می شود. A B:  B گفته می شود که به  صورت به مجموعۀ
B را نسبت می دهد. به طور  A دقیقاً یک عضو از ، رابطه ای بین این دو مجموعه است که به هر عضو B A به مجموعۀ تعریف تابع: یک تابع از مجموعۀ

. f A B:  B باشد، می نویسیم: A به f تابعی از مجموعۀ گر کلی، ا
هر تابع سه عامل مهم دارد: 1- دامنه 2- هم دامنه 3- قانونی که نحوۀ ارتباط بین اعضای مجموعۀ اول و دوم، یعنی دامنه و هم دامنه را نشان می دهد. 

Df نمایش داده می شود. y دامنۀ تابع می گویند که با f x ( ) تعریف دامنۀ تابع: به مجموعۀ تمام مؤلفه های اول زوج مرتب های تابع
 D x x y ff  { | ( , ) }  

، هم دامنه گفته می شود. B ، دامنۀ تابع و به مجموعۀ A f به مجموعۀ A B:  به طور کلی در تابع
Rf نمایش داده می شود. y برد تابع می گویند که با f x ( ) تعریف برد تابع: به مجموعۀ تمام مؤلفه های دوم زوج مرتب های تابع

 R y x y ff  { | ( , ) }  
 B B باشد، لزومی ندارد که برد آن مجموعۀ A به f تابعی از گر  هم دامنۀ تابع را می توان هر مجموعۀ دلخواهی شامل برد تابع در نظر گرفت. بنابراین ا

باشد. برد یک تابع، زیرمجموعه ای از هم دامنۀ آن است و ممکن است مساوی هم دامنه نیز باشد.

 کدام یک از نمایش های زیر نیز قابل قبول است؟
f
f x x
:[ , ] [ , )
( ) | |
1 3 1

2 1
 

  




 برای تابع

 )الف
f
f x x
:
( ) | |
 
  



 2 1

 )ب  
f
f x x
:[ , ] [ , ]
( ) | |
1 3 1 2

2 1


  




 )پ   
f
f x x
: [ , ]
( ) | |

  





1 2
2 1

 )ت   
f
f x x
:[ , ]
( ) | |
1 3

2 1


  






 

4( )ب( و )پ( 3( )الف( و )ت(  2( )ب( و )ت(  1( )الف( و )پ( 
] را رسم می کنیم: , ]1 3 f با دامنۀ (x) |x |  2  ابتدا نمودار تابع1

] باشد و هم دامنۀ آن مجموعه ای  , ]1 3 ] است، پس نمایشی قابل قبول است که دامنۀ آن , ]1 2 با توجه به نمودار، برد تابع بازۀ
] زیرمجموعۀ آن باشد. , ]1 2 انتخاب شود که برد تابع یعنی

] نمی باشد، پس قابل قبول نیستند. اما توابع مربوط به )ب( و )ت( علاوه بر  , ]1 3  توابع مربوط به )الف( و )پ( دامنه شان برابر بازۀ
] می باشد که هر دو قابل قبول اند. بنابراین گزینۀ )2( صحیح است. , ]1 2 ] است، هم دامنه شان نیز شامل , ]1 3 آن که دامنه شان

f را به صورت نمودار  ) متناهی و کوچک باشند، می توان ,D)R گر این مجموعه ها ، ا R D و هم دامنۀ f با دامنۀ  نمایش پیکانی تابع: در یک تابع مانند
پیکانی نشان داد.

B با نمودار پیکانی نمایش داده شده باشد، آن گاه: A به گر تابعی از از تعریف تابع نتیجه می شود که ا
A باید دقیقاً یک پیکان خارج شود.  از هر عضو

B یک پیکان، یا بیش از یک پیکان وارد شود یا آن که اصلاً پیکانی وارد نشود. B دقیقاً یک پیکان وارد شود. ممکن است به یک عضو  لازم نیست که به هر عضو
 کدام یک از روابط زیر یک تابع است؟
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R2 تابع نیست، زیرا از عدد 1 دو پیکان خارج شده است  A دقیقاً یک پیکان خارج می شود. رابطۀ R1 تابع است، زیرا از تمام اعضای مجموعۀ   رابطۀ
R3 نیز تابع نیست، زیرا از 2، پیکانی خارج نشده است. و هم چنین

 نمایش زوج مرتبی تابع: تابع را می توان به کمک زوج مرتب هایی نشان داد که مؤلفۀ اول هر زوج مرتب، یک عضو از دامنه و مؤلفۀ دوم آن یک عضو از برد است.
گر تابعی به صورت زوج های مرتب نشان داده شده باشد، هیچ دو زوج مرتب متمایزی نباید مؤلفه های اول یکسان داشته باشند.  از تعریف تابع نتیجه می شود، ا

گر در یک تابع، دو زوج مرتب دارای مؤلفه های اول مساوی باشند، آن گاه مؤلفه های دوم آن ها یکسان خواهد بود. یعنی: به عبارت دیگر ا
( , ) , ( , )x y f x y f y y1 2 1 2     

، یک تابع است؟   m A به ازای کدام مقدار m m m m m   {( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}3 2 1 3 2 3 2 42  رابطۀ

 m 4( هیچ مقدار   2 )3   1 )2   2 )1
 برای تابع  بودن یک رابطه، نباید هیچ دو زوج مرتب متمایزی مؤلفه های اول یکسان داشته باشند. پس:

( , ) ( , ) ,3 3 2 2 2 0 1 22 2 2m m m m m m m            
A را بررسی می کنیم: های به  دست آمده را در رابطه قرار می دهیم و تابع بودن یا نبودن رابطۀ m

m A
m A
         

 

1 3 1 2 1 3 1 2 1 1 4
2

{( , ),( , ),( , ),( , ),( , )} .SwH ÍMIU

   





 {( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}3 4 2 1 3 2 2 2 2 4 .SvÃº ÍMIU

 
بنابراین گزینۀ )2( صحیح است.

کثر در یک نقطه  ها، نمودار را حدا y گر نمودار یک رابطه رسم شده باشد، آن رابطه زمانی تابع است که خطوط موازی محور  نمایش نموداری تابع: ا
قطع کنند.

به نمودارهای روبه رو توجه کنید:
   

ملاحظه می شود، فقط نمودار )پ( تابع است، اما )الف( و )ب( تابع نیستند.
B برابر  A به مجموعۀ B را در نظر بگیرید. تعداد توابع از مجموعۀ b n{b , , ,b }1 2  A و a a am{ , , , }1 2   محاسبۀ تعداد توابع: مجموعه های

. nm است با
 f a a am{( , ),( , ), ,( , )}1 2○ ○ … ○ به صورت را   f تابع پس  باشد،   A مجموعۀ اعضای  تمام  باید  تابع،  دامنۀ  چون  که  است  آن  بالا  رابطۀ   دلیل 
اصل ضرب، بنابراین طبق  داریم.  انتخاب   n دایرۀ خالی، برای هر  که  قرار می گیرند   B دایره های خالی، عضوهای مجموعۀ از  درنظر می گیریم. در هر یک 

n حالت مختلف داریم.  n n n n
m

m    …� ��� ���
IU

}B را در نظر بگیرید. , , , }1 2 3 4 A و a b c{ , ,  مجموعه های{

f باشد؟  b( )2 B می  توان نوشت که A به ب( چند تابع از ؟  A B به B می توان نوشت بیشتر است یا از A به الف( تعداد توابعی که از

B را می توان نسبت داد: A یک عضو ، به هر یک از عضوهای مجموعۀ B A به  الف( در توابع از
f A B f a b c: : {( , ),( , ),( , )}      

حالت 4حالت 4حالت 4 4 643   
A را می توان نسبت داد: B یک عضو ، به هر یک از عضوهای مجموعۀ A B به در توابع از

f B A f: : {( , ),( , ),( , ),( , )}  1 2 3 4     
حالت 3حالت 3حالت 3حالت 3 3 814   

، بیشتر است. A B به B می توان نوشت که تعداد توابع از A به A و 64 تابع از B به بنابراین 81 تابع از
f a b c{( , ),( , ),( , )} 2 b باید عدد 2 را نسبت دهیم. یعنی:  f باشد، حتماً به عضو b( )2 B می توان نوشت و A به ب( در توابعی که از

4 حالت1 حالت4 حالت 4 162   
پس 16 تابع با این شرط می توان نوشت.
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 نمایش ضابطه ای تابع: یک تابع را می توان به صورت یک عبارت جبری از یک متغیر نشان داد. این نوع نمایش را نمایش ضابطه ای تابع می گوییم.
معادلاتی که دارای دو متغیر مانند x وy هستند، یک رابطه را نشان می دهند. اما الزاماً یک معادله با دو متغیر بر حسب x و y ، یک تابع را مشخص نمی کند.

y نمایش داد، آن ضابطه حتماً یک تابع است. f x ( ) گر بتوان y را بر حسب x به صورت صریح تشخیص تابع بودن یک معادله: در یک معادله بر حسب x و y ا

y تابع است؟ x x3 2 2 0    بررسی کنید آیا رابطۀ

y x x y x x3 2 232 2     x می نویسیم:  y را به  صورت یک تابع صریح از

y وجود دارد،  پس رابطۀ بالا یک تابع است. ، فقط یک مقدار برای x چون به ازای هر

y تابع است؟ y y x3 26 12 2     بررسی کنید آیا رابطۀ

 از اتحاد مکعب دوجمله ای استفاده می کنیم:
y y y x y x y x y x3 2 3 3 36 12 8 6 2 6 2 6 6 2                ( )  

y وجود دارد، پس تابع است. x فقط یک مقدار برای چون به ازای هر

x دشوار باشد، استفاده از مثال   با مثال نقض می توان تابع نبودن یک رابطه را اثبات کرد. به خصوص در مواردی که نوشتن رابطه ای صریح برحسب
نقض روش مناسبی است.

y تابع است؟ y x x3 3    بررسی کنید آیا رابطۀ

x y y y y y         0 0 1 0 0 13 2( ) , x مقدار صفر بدهیم:   از مثال نقض کمک می  گیریم. کافی است به
y به  دست آمد، پس رابطۀ بالا تابع نیست.  ، بیش از یک مقدار برای x  0 چون به ازای

x می باشد؟  y تابعی از  در کدام گزینه،

 x y y y  3 | | )4   x y y  | |2 1 )3   x y y  3 4 1)2   x y y  2 )1
 بهتر است از مثال نقض استفاده کنیم:

1( x y y y          2 2 2 1 2{ , } تابع نیست.  

2( x y y y y          1 4 0 4 0 0 23 2(y ) { , } تابع نیست.  

3( x y y y y y           0 2 1 2 1 1 1
3| | { , } تابع نیست.  

بنابراین گزینۀ )4( صحیح است.

گر تابع را به صورت ضابطه ای نمایش دهیم و عبارت بر حسب x باشد، برای تعیین مقدار تابع، کافی است به جای x ، عدد یا عبارت  محاسبۀ مقدار تابع: ا

مورد نظر را قرار دهیم.
g را به  دست آورید. g f( ( ( )))2 f و g( ( ))1 g باشند، هر یک از مقادیر x x( ) 2 1 f و x x x( ) 4 23 گر  ا

 
 g f g f( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )                 1 2 1 1 1 1 1 1 3 1 1 3 24 2  
 f g g g f g g( ) ( ) ( ) ; ( ) ( ) ( ( ( ))) ( ( )2 2 3 2 4 6 2 2 2 2 1 3 2 24 2               )) ( ) ( )      g 3 2 3 1 5  

)تجربی خارج 96( g کدام است؟  f x( ( )) g باشند، ضابطۀ تابع x x
x( ) 


1 3
2 f و x x

x( ) 


2 3
2 گر  ا

  x1 )4    x 1)3   x )2   x )1
f مقدارش را قرار می دهیم: x( ) g به جای f x( ( ))  در تابع

g f x g x
x

x
x

x
x

x x

x
x( ( )) ( )

( )
 



 








  

 
2 3

2

1 3 2 3
2

2 3
2 2

2 6 9

2 3 4
2


     


2

7 7
7 1

2
x

x x

x

 
بنابراین گزینۀ )3( صحیح است.
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f کدام است؟ f( ( ))16 33  f باشد، حاصل x x x x( )   3 29 27 10 گر  ا

 9 )4  9 )3  3 )2  3 )1
) تابع را به صورت ساده تر می نویسیم: )a b a a b ab b    3 3 2 2 33 3  با استفاده از اتحاد مکعب دوجمله ای

 f x x x x x( ) ( )       3 2 39 27 27 17 3 17  
 f f f f( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )16 3 16 3 3 17 16 17 1 16 3 1 1 33 3 3 3 3                117 8 17 9    

بنابراین گزینۀ )4( صحیح است.

f را برحسب t نوشته  t( ، x را برحسب t به دست آورد، سپس( g x t( ) f در بعضی موارد می توان با تغییر متغیر x( ) f معلوم باشد، برای تعیین (g(x)) گر ا
و در انتها به جای x ،t را جایگزین کرد.

f کدام است؟ x( ) f باشد، ضابطۀ x x
x( )3 1

2
2 1

1
  


گر  ا

 4 5
2 2
x
x



)4   6
3 3

x
x 

)3   4 5
2 2
x
x



)2   6
3 3

x
x

)1

3 داریم: 1
2
x t  3  روش اول: با تغییر متغیر 1

2 3 1 2 2 1
3

x t x t x t         

 f x x
x

f t
t

t
( ) ( )

( )3 1
2

2 1
1

2 2 1
3 1

2 1
3 1

  


 
 

 
 

صورت و مخرج کسر را در عدد 3 ضرب می کنیم:
f t t

t
t
t

f x x
x

( ) ( ) ( )  
 

 


  


2 2 1 3
2 1 3

4 5
2 2

4 5
2 2  

گر گزینه ها را بررسی کنیم،  f به دست می آید. حال ا ( )2 1
2 f به جای x عدد 1 را قرار دهیم، آنگاه x x

x
( )3 1

2
2 1

1
  


گر در معادلۀ روش دوم )عددگذاری(: ا

تنها گزینه ای که این مقدار در آن صدق می کند، گزینۀ )2( می باشد.

t به  دست آوریم، باید به کمک اتحاد و تجزیه، x را به سادگی نتوانیم برحسب ، g x t( ) g معلوم باشند، اما با فرض x( ) و f g x( ( )) گر ضوابط  ا
f را به  دست آوریم. t( g درآورده و سپس( x( ) f را به صورت عبارتی از g x( ( ))

f را به  دست آورید. ( )3 ، مقدار عددی f x x x
x

( )  1 13
3 گر  ا

x به  دست آوریم، 
x

 1 x را به صورت تابعی از
x

3
3
1 t پیدا کرد. پس سعی می کنیم عبارت x را برحسب x به سادگی نمی توان x

t 1  با فرض

، داریم: a b a b ab a b3 3 3 3    ( ) ( ) با استفاده از اتحاد

x
x

x
x

x
x

f x
x

x
x

x
x

f t t t3
3

3 3 31 1 3 1 1 1 3 1 3              ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ff ( ) ( )3 3 3 3 27 9 183      

مثل  جدیدی  رابطۀ  به  حالت  این  در  شوند.  تبدیل  هم  به   v و  u عبارات که  کرد  استفاده  متغیر  تغییر  از  باید  طوری  معادلات  این  در  معمولاً 
a می رسیم. حال این رابطه را با رابطۀ اصلی در یک دستگاه قرار داده و به صورت دو معادلۀ دو مجهولی، آن را حل می کنیم. f u b f v g x1 1 1( ) ( ) ( ) 

f را به دست آورید. x( ) 2 باشد، آن گاه ضابطۀ 3 2 1f x f x x( ) ( )    گر  ا

x قرار می دهیم: ، x  در معادلۀ داده شده، به جای

2 3 2 1
2 3 2 1
3 2 2 1

f x
f x f x x
f x f x x

( ) f (x) x
( ) ( )
( ) ( )

     
   
    








 
   

    




2
3

4 6 4 2
9 6 6 3( )
( ) ( )
( ) ( )

f x f x x
f x f x x

 
از جمع دو معادلۀ به دست آمده، داریم:

     5 10 1 2 1
5f x x f x x( ) ( )  
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f کدام است؟ ( )2 ، حاصل f x f x x x( ) ( )1 2 12   گر  ا

154 )4  154 )3  454 )2   454 )1

12 را قرار می دهیم: x عدد 2 و یک بار  یک بار جای

x f f

x f f

f f    

    










 2 1
2 2 2 4 1

2
1
2 2 2 1

2
1
4 2

2 2 1
2( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ))

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )



 










   

 





9
2

2 2 1
2

9
4

2 4 2 2 1
2 9

2 2 1
2

9
4f f

f f

f f






 

از جمع دو معادلۀ به  دست آمده، داریم:
   3 2 45

4 2 15
4f f( ) ( )  

بنابراین گزینۀ )4( صحیح است.

f کدام است؟ ( )2 f باشد، آن گاه x x x( sin sin ) tan2 3 12 2   گر  ا

 43 )4   23 )3   13 )2  1 )1
 

 2 3 2 2 3 2 0 3 9 16
4

3 5
4

2 2sin sin sin sin sin
sin

x x x x x
x

              
22
1
2

(¡ï¡ïù)

sin x 






 

1 را به  دست می آوریم: 2 tan x ، مقدار sin x  12 با فرض

 1 1 1
1

1
1 1

4

1
3
4

4
3

4
3 1 1

3 12
2 2

2 2  





       tan
cos sin

tan tanx
x x

x x   1 1
3

2
3  

بنابراین گزینۀ )3( صحیح است.

تعریف تابع چندضابطه ای: تابعی که دامنۀ آن به دو یا چند بخش تقسیم شده و هر بخش با معادلات مختلفی تعریف 

شود، تابع چندضابطه ای گویند. شکل کلی توابع چندضابطه ای به صورت روبه رو می باشد:
f x

f x x D
f x x D

f x x Dn n

( )

( )
( )

( )





















1 1

2 2
 

f2 و ... فقط در دامنۀ خود اعتبار دارند.  ، f1 بدیهی است که هرکدام از ضابطه های

در صورتی که در یک تابع چندضابطه ای بخواهیم مقدار تابع را به ازای یک ورودی تعیین کنیم، ابتدا باید مشخص کنیم آن ورودی متعلق به کدام محدوده از 
دامنه می باشد و سپس از ضابطۀ متناظر با آن محدوده استفاده  کنیم.

f کدام است؟ f( ( ))3
4 f مفروض است. x

x
x

x

x x
( ) 



 










1
1

2 3
4 1

 تابع با ضابطۀ

 94 )4   54 )3  32 )2   34 )1

f از ضابطۀ اول استفاده می کنیم: ( )34 34 است، پس برای محاسبۀ 1  چون
 f ( )34

3
4
1 3

4

3
4
1
4

3
4
1
2

3
2


    

f از ضابطۀ دوم استفاده می کنیم: ( )32 f است، پس برای محاسبۀ ( )34
3
2 1  چون

 f f f( ( )) ( ) ( )3
4

3
2 2 3

2
3
4

9
4     

بنابراین گزینۀ )4( صحیح است.

 یک رابطۀ چندضابطه ای با دو شرط زیر تابع محسوب شود:
 هر کدام از ضابطه ها در دامنۀ خود تابع باشند.

ک داشته باشند، به ازای دامنه های مشترک، مقادیر یکسان تولید کنند. گر اشترا ک نداشته باشند و یا ا  دامنۀ ضابطه ها یا اشترا



11

x مشخص می کند؟ y را به صورت تابعی از  کدام یک از معادلات زیر،

 y
x x
x x


  

 




1 0
2 1

)4   y
x x
x x


  
 





3 1
1 1

)3   y
x x
x x


  






1 2
2 1

)2   y
x x
x x


 
 





3 0
1 0

)1

 روش اول: هر یک از گزینه ها را بررسی می کنیم:
x دو مقدار برای   0 y به ترتیب 3 و1 می شود، چون به ازای x 1و y x 3 ، مقدار x  0 x مشترک می باشند. با فرض  0 1( دامنۀ دو ضابطه در

y پیدا شد، پس این رابطه تابع نیست.
0 و 3 به  دست می آید، پس این رابطه تابع نیست. 5/ x دو مقدار 1 5/ ) مشترک هستند. به ازای عددی مانند , )1 2 2( دامنۀ دو ضابطه در بازۀ

x مشترک است که به ازای آن، مقدار هر دو ضابطه برابر 2 می شود، پس این رابطه، تابع است. 13( هر یک از ضوابط در دامنۀ خود تابع اند و دامنۀ  دو ضابطه در
1 و1 به  دست می آید، پس این رابطه تابع نیست. 5/ 0 دو مقدار 5/ ) مشترک هستند. به ازای عددی مانند , ]1 0 4( دو ضابطه در بازۀ

روش دوم: نمودار هر یک را رسم می کنیم:

کثر در یک نقطه قطع می کند، نمودار گزینۀ )3( می باشد. بنابراین گزینۀ )3( صحیح است. تنها گزینه ای که خطوط موازی محور عرض ها نمودار را حدا

b کدام است؟  باشد، تمام مقادیر ممکن برای f برابر x
x b x
x x

( )
| |


 
 





3 1
2 1

گر برد تابع  ا

 b 0 )4   b 1)3   b 1)2   b 0 )1
) رسم می کنیم.  , )1  y را در بازۀ x b 3 ) و سپس خط , ] 1 y را در بازۀ x 2 | |  ابتدا به کمک انتقال، نمودار
 ( , ] 2 y به صورت بازۀ x 2 | | y است، چون با توجه به شکل، برد تابع b 3 x برابر 1به ازای y x b 3 مقدار تابع

 شود. بنابراین: f تمام اعداد حقیقی را پوشش دهد و برابر x( ) 3 باشد تا برد 2 b می باشد، پس باید
 3 2 1   b b  

بنابراین گزینۀ )3( صحیح است.

کنون با توابع مختلفی مانند خطی، چندجمله ای، ثابت و همانی آشنا شده اید. در این درس، این تعاریف را یادآوری کرده و با انواع دیگری از توابع مهم  شما تا
و مفید آشنا می شوید.

f نمایش می دهیم. x k( ) گر این عضو را k بنامیم، تابع ثابت را با  معادلۀ تابع ثابت: هر تابعی را که برد آن تنها شامل یک عضو باشد، تابع ثابت می نامیم. ا

h ثابت اند. x( ) {( , ),( , )} 3 2 5 2 g و x x x( ) sin cos 2 2 ، f x( ) 3
2 برای مثال، هر یک از توابع

 نمودار هر تابع ثابت، خطی )یا مجموعه نقاط روی خطی( موازی محور xها است.
f درمی آید.( x b( ) a باشد، آن گاه تابع به صورت ثابت  0 گر f را یک تابع خطی می نامیم. )ا x ax b( )  تابع خطی: هر تابع به صورت

r خطی هستند. a a( ) 5 3 g و t t( ) 2 3 ، f x x( ) 1
2 برای مثال هر یک از توابع2

صورت  به  تابع  هر  می نامیم.  چندجمله ای  تابع  باشد،  متغیر  یک  از  جبری  چندجمله ای  یک  آن  جبری  نمایش  که  را  تابعی  هر  چندجمله ای:  تابع 

n عدد صحیح نامنفی  a0 اعدادی حقیقی، ، ... ، an1 ، an f را یک تابع چندجمله ای از درجۀ n می گوییم. ) x a x a x a x an
n

n
n( ) ...    


1
1

1 0

) an  0 و
) یک تابع چندجمله ای درجه اول است. ) ( )a f x a x a1 1 00   توابع خطی حالت خاصی از توابع چندجمله ای هستند. تابع خطی

برای مثال، هر یک از توابع روبه رو، چندجمله ای هستند:
 f x x x( )  2 3 22   ,    g a a a( ) 3 5    ,    r t t t( ) 3

5 32  
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f نشان می دهیم. با توجه به تعریف،  x x( ) x را نظیر کند، تابع را همانی گوییم و آن را با ، خود x f به ازای هر ورودی مجاز x( ) گر تابع تابع همانی: ا

y )نیمساز ربع اول و سوم( یا مجموعه نقاطی روی آن می باشد. x دامنه و برد تابع همانی با هم برابرند. نمودار تابع همانی، خط

. ( ( ) )Q x  0 Q چندجمله ای هستند، یک تابع گویا می نامیم x( ) P و x( ) f را که در آن x P x
Q x

( ) ( )
( )

 توابع گویا: هر تابع به شکل

g گویا هستند. t t
t t

( ) 


2 1
2 f و x x

( )

5
2 برای مثال، توابع

 را رسم کنید.
t

t x x

: { }

( )

  









0
1  و

f

f x x

:{ , , }

( )

1 2 3
1












 نمودار توابع

y را از روش نقطه یابی می توانید رسم کنید. اما بهتر است نمودار آن را به خاطر بسپارید(. x
 1  با توجه به دامنه، نمودار توابع f و t را رسم می کنیم. )نمودار

f x( )t x( )

صورت به  که  می نامند  دوم  ریشۀ  تابع  می دهد،  نسبت  آن  نامنفی  دوم  ریشۀ  به  را  نامنفی  عدد  هر  که  تابعی  رادیکالی:  توابع 

f یک تابع  x x( ) ] می باشد. تابع , )0  f نمایش داده می شود. دامنه و برد این تابع، مطابق شکل روبه رو، بازۀ x x( )

رادیکالی است.

تابع، بزرگ ترین  ارائۀ ضابطه معرفی می کنند و اشاره ای به دامنه نمی شود. در این موارد، طبق قرارداد، دامنۀ  با  موارد زیادی پیش می آید که توابع را فقط 

، به عنوان تابع ارائه شده باشد، طبق قرارداد،  f x x( ) 4 2 گر مجموعه ای است که ضابطۀ ارائه شده روی آن مجموعه تعریف شده باشد. برای مثال، ا

] است. , ]2 2 دامنۀ آن بازۀ
 است. ، برابر با f x ax bxn n( )  1 دامنۀ توابع چندجمله ای: دامنۀ توابع چندجمله ای به  فرم کلی 

 دامنۀ توابع گویا: دامنۀ توابع کسری که صورت و مخرجشان چندجمله ای باشد )توابع گویا(، برابر با مجموعۀ اعداد حقیقی به جز ریشه یا ریشه های مخرج 
خواهد بود.

 دامنۀ توابع رادیکالی: بستگی به زوج یا فردبودن فرجه، دو حالت در نظر می گیریم:
گر فرجۀ رادیکال فرد باشد، دامنۀ تابع همان دامنۀ زیر رادیکال است:  ا

y f x D D kk
y f    ( ) ; ( )2 1

  
گر فرجۀ رادیکال زوج باشد، باید زیر رادیکال مثبت یا صفر باشد:  ا

y f x f x kk   ( ) ( ) ; ( )2 0   
f باشد. x( ) 0 x و Df بنابراین در این حالت، دامنۀ تابع محدوده ای است که

 دامنۀ توابع چندضابطه ای: دامنۀ توابع چندضابطه ای از اجتماع دامنۀ ضابطه ها به دست می آید.

 دامنۀ توابع لگاریتمی: برای توابع لگاریتمی داریم:
 y f D g fg y     log (x) {x |g(x) , (x) , (x) }(x) 0 1 0  

 دامنۀ توابع زیر را بیابید.

f )الف x x
x

( ) 

3
162 f )ب  x x x

x x
( )  



2

3
2 1
4

f )پ  x
x x
x
x x

( )
 


  







1 1
2
2 2 1
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 الف( محدوده ای که عبارت زیر رادیکال، بزرگ تر یا مساوی صفر است را به دست آورده و ریشه های مخرج کسر را از آن کم می کنیم:

 3 0 3 16 0 4 3 42            x x x x Df; ( , ] { }  
ب( با استفاده از جدول تعیین علامت، دامنۀ تابع را به  دست می آوریم:

 x x
x x

x
x x

2

3

2

2
2 1
4

0 1
4

0 


  


( )

( )
  

) می باشد.  , ) { } ( , ) 2 0 1 2  پس دامنۀ تابع به صورت
) می شود. , ) 2 ) به دست می آید. بنابراین دامنۀ تابع برابر بازۀ , ) 2 1 ] و , ) 1 پ( دامنۀ تابع از اجتماع دامنۀ هر یک از ضابطه ها یعنی

y شامل چند عدد صحیح است؟ x  4 1 2  دامنۀ تابع

8 )4  9 )3  7 )2  6 )1
4 برقرار باشند:  1 2 0  x 1 و 2 0 x  باید دو شرط

1 2 0 2 1 1
2

4 1 2 0 1 2 4 1 2 16 2 15 15
2

     

            









x x x

x x x x x

¥¥HoT{H    15
2

1
2x  

 است. بنابراین گزینۀ )4( صحیح می باشد.   7 6 1 0, ,..., , ] می باشد که شامل 8 عدد صحیح , ]7 5 0 5/ / پس دامنۀ تابع بازۀ

m کدام است؟  باشد، تمام مقادیر ممکن برای f برابر x x
m x x m

( )
( )

 

  

2 1
1 2 22

گر دامنۀ تابع  ا

 m 2 )4   m 1 )3   1 2 m )2   m 1)1

) باشد. می دانیم شرط همواره مثبت بودن عبارت درجه دوم آن است که )m x x m   1 2 2 02  می شود که همواره  زمانی دامنۀ تابع برابر
x2 مثبت باشد. بنابراین:    منفی وضریب

 
x m m

m m m m

2

2 2 4
0 1 0 1

0 2 2 4 1 0 8 4 4 0

KÄoò      

            ( ) ( )( ) ( )          





 m m m m m m2 2 0 1 2 0 1 2( )( ) IÄ

  

m حاصل می شود. پس گزینۀ )4( صحیح است. 2ک محدوده های به دست آمده، مجموعه جواب به صورت از اشترا

 کدام است؟ ) باشد، مقدار , )  y به صورت بازۀ x
x x

 
   

3

4
1

4 2 4| | | |
گر دامنۀ  ا

8 )4  5 )3  6 )2  3 )1
4 برقرار باشد. با توجه به ریشه های عبارات درون قدرمطلق، در سه حالت زیر این نامعادله را حل می کنیم: 2 4 0    | | | |x x  روش اول: باید شرط

x x x x x x

x x x

x             

         

2 4 2 4 0 2 2 1 1 2

2 4 4 2 4 0 2 0

2:

: .SSwH Â¿ÄkM
2 4

4

2 4

4 4 2 4 0 2 10 5 4

 



   

            

x

x

x

x x x x x x: 










   

5

1 5ÌIµT]H x  

5 می باشد. ) است و در نتیجه , )1 5 پس دامنۀ تابع، بازۀ

 y x x   | | | |2 4 | نوشته و با رسم نمودارهای  | | |x x   2 4 4 را به صورت4 2 4 0    | | | |x x روش دوم: نامعادلۀ

y از روش هندسی مجموعه جواب را به  دست می آوریم: 4 و

 
x y x y x x

x y x y x

B         

        

4 2 6 4 2 6 4 5

2 2 6 4 2

: ,

: ,

Â¤°U

Â¤°U 66 4 1
1 5 5

  






   

xA
( , ) ( , )    

بنابراین گزینۀ )3( صحیح است.
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y کدام است؟ x x
x f x   


2 12
( ) y و نیمساز ناحیۀ اول و سوم است. دامنۀ تابع f x ( )  شکل روبه رو نمودار تابع

[ , ) ( , ] 3 2 3 4 )2   ( , ] [ , )  3 4 )1
  ( , )3  )4   ( , )2 3 )3

x برقرار باشد. ابتدا ریشه های صورت و مخرج کسر را مشخص می کنیم:  f x ( ) 0  و  


x x
x f x
2 12 0
( )  باید دو شرط

              x x x x x x x2 212 0 12 0 3 4 0 3 4( ) ( )( ) ,  
 x f x x f x x     ( ) ( ) ,0 2 3  

y و در بیرون این بازه،  x y بالاتر از خط f x ( ) ) نمودار , )2 3 با توجه به شکل، در بازۀ
x در  f x ( y است. پس علامت عبارت( f x ( ) y بالاتر یا روی نمودار x نمودار خط
) منفی و در بیرون این بازه نامنفی است. حال جدول تعیین علامت را برای عبارت , )2 3 بازۀ

P رسم می کنیم: x x
x f x

   


2 12
( )

] می شود. بنابراین گزینۀ )2( صحیح است. , ) ( , ] 3 2 3 4 با توجه به جدول تعیین علامت، دامنۀ تابع به صورت

دو تابع زمانی با هم برابرند که نمودارهای آن ها بر هم منطبق باشند و هیچ نقطه ای پیدا نشود که روی یکی از نمودارها باشد، اما روی دیگری نباشد.
g با هم مساوی اند، هرگاه دو شرط زیر برقرار باشد: f و دو تابع

.D Df g  دامنۀ آن ها با هم مساوی باشند، یعنی
f باشد. )ضابطه ها برابر باشند.( x g x( ) ( ) x از دامنۀ آن ها  به ازای هر

گر دو تابع به صورت مجموعۀ زوج های مرتب داده شده باشند، هنگامی با هم برابرند که به عنوان دو مجموعه با هم برابر باشند. ا

g با هم برابرند؟  x x x( ) 2 2 f و x x x( ) 2  آیا دو تابع

x همواره باید نامنفی باشند، در صورتی که در تابع g باید ضربشان  2  دامنۀ دو تابع با هم برابر نیستند، زیرا در تابع f هر یک از عبارت های x و
x نامنفی باشد: x( )2 یعنی

 f x x x
x
x x

Df( ) : [ , ) 

   





   2
0
2 0 2

2¥HoT{H   

 g x x x x x x x Dg( ) : ( ) ( , ] [ , )          2 22 2 0 2 0 0 2  
D و در نتیجه دو تابع برابر نیستند. Df g پس

g مفروض اند. در کدام گزینه دو تابع مساوی اند؟ f و  دو تابع

 f x x
x

g x( )
| |

, ( ) 
2

1)2   f x x g x x( ) sin , ( ) cos  1 2 )1

 f x x
x

g x x
x

( )
| |

, ( ) | |  )4    f x x g x x( ) ( ) , ( ) 2 )3
 هر یک از گزینه ها را بررسی می کنیم:

1( f x x x x f x g x( ) sin cos |cos | ( ) ( )     1 2 2  

2( f x x
x

x
x

D g x D D Df g f g( )
| |

| |
| |

{ } ; ( )          
2

1 0 1   

3( f x x x D g x x D D Df g f g( ) ( ) [ , ) ; ( )         2 0   

 4( f x x
x

D g x x
x

D f x g x
x
xf g( )

| |
{ } ; ( ) | | { } ; ( ) ( )         


 


 0 0
1 0
1 0


 دو تابع مساوی اند.   

بنابراین گزینۀ )4( صحیح است.
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a کدام است؟ k g برابر باشند، حاصل x x x( )  2 2 4 f و x
x
x a x a

k x a
( )















3 8
گر دو تابع  ا

4 )4  6 )3  8 )2  10 )1
x ضابطۀ دو تابع برابرند، بنابراین: a  به ازای

 f x g x x
x a

x x x x x
x a

x x a( ) ( ) ( )( )  


      


    
3

2
2

28 2 4 2 2 4 2 4 2  

f و چون دو تابع به ازای هر x برابرند، داریم: a f k( ) ( )  2 a است، نتیجه می گیریم  2 از این که

 g x x x g k a kf g( ) ( ) ( ) ( )               2 2 22 4 2 12 12 2 12 10  
بنابراین گزینۀ )1( صحیح است.

در این قسمت، برای پیدا کردن برد توابع به روش هایی اشاره می کنیم که برای بعضی توابع خاص کارایی دارند. برای تعیین برد یک تابع، ابتدا باید مشخص 
کنیم کدام یک از روش های زیر برای آن مناسب تر می باشد. بدیهی است روشی که برای یک تابع استفاده می کنیم، ممکن است برای یک تابع دیگر مفید نباشد. 

)کلی ترین روش برای محاسبۀ برد، استفاده از مشتق می باشد که در فصل کاربرد مشتق مطالعه خواهید کرد(.
 تعیین برد با استفاده از رسم نمودار تابع

گر رسم نمودار یک تابع ساده باشد، برای تعیین برد، نمودار تابع را در یک دستگاه مختصات رسم می کنیم. تصویر نمودار بر روی محور yها محدودۀ برد تابع  ا
را مشخص می کند.

y کدام است؟ f ( |x| )2 y به صورت روبه رو باشد، برد تابع f x ( ) گر نمودار  ا

 [ , ]0 1 )2    [ , ]0 2 )1

   ( , )0 12 )4    [ , ]2 1 )3

y را رسم می کنیم: f x (| | )2 y و سپس f x ( )2  ابتدا نمودار

y f x (| | )2y f x ( )2

] می باشد. بنابراین گزینۀ )3( صحیح است. , ]2 1 با توجه به شکل به  دست آمده، برد تابع، بازۀ

، با توجه به نمودار آن، دو حالت وجود دارد: y ax bx c  2  در تابع درجه دوم به شکل کلی

] می باشد. , ) 
4a a باشد، برد تابع به صورت بازۀ  0 گر  ا

 

) می باشد. , ] 
4a a باشد، برد تابع به صورت بازۀ  0 گر  ا

 
y شامل چند عدد صحیح است؟ x x   2 4 11  برد تابع

4( بی شمار  5 )3  4 )2  2 )1

) می باشد: , ] 
4a x2 منفی است، پس برد آن به صورت بازۀ ، چون ضریب f x x x( )   2 4  در تابع11

    


 


    
4

16 44
4 1

60
4 15 4 11 152

a
x x( )

( )  
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چون عبارت زیر رادیکال نمی تواند منفی باشد، داریم:
 0 4 11 15 0 152      x x Ry [ , ]  

} می باشد. بنابراین گزینۀ )2( صحیح است. , , , }0 1 2 3 پس برد تابع، شامل 4 عدد صحیح

 تعیین برد با استفاده از نامساوی های مهم
 ( )n در محاسبۀ برد بعضی از توابع، می توان از نامساوی های زیر استفاده کرد:

 x x x x x x
x

n n n n2 2 2 1 2 10 0 0 1 1 1 1 0          , , | | , sin , cos , | |
| |

( ) ( )

 


1 1 0

1
1

2

2, x
x

 

 a a
a

a a
a

       0 1 2 0 1 2, , a b a b ab a b a b ab, , ,       0 2 0 2  

a باشد.  1و a 1حالت تساوی زمانی رخ می دهد که به ترتیب ، ( )a a
a

   0 1 2 ) و )a a
a

  0 1  در نامساوی های2

a باشد. b ، حالت تساوی زمانی رخ می دهد که ( , )a b a b ab   0 2 ) و , )a b a b ab  0 2  در نامساوی های

f کدام است؟ x x x( )  6 35 1
4  برد تابع

   )4   [ , ) 5 )3   [ , ) 6 )2   [ , ) 1
4 )1

f را به صورت مربع کامل می نویسیم: x x x( )  6 35 1
4  تابع

 x x x x6 3 3 2 3 25 1
4

5
2

25
4

1
4

5
2 6        ( ) ( )  

، حالت  ( )x3 25
2 0  نامساوی )در  ] می شود.  , ) 6 بازۀ به صورت  تابع  برد  از آن جا  و   ( )x3 25

2 6 6    بنابراین است.   ( )x3 25
2 0  می دانیم

x باشد(. بنابراین گزینۀ )2( صحیح است.  5
2

3 تساوی زمانی رخ می دهد که

y کدام است؟ x x  


5 1
3  برد تابع

   ( , )2 2 )4   [ , ]2 2 )3     ( , )0 4 )2   [ , ]0 4 )1

a بنویسیم:
a

 1  سعی می کنیم عبارت را به صورت
 y x

x
x

x
y x

x
  


   


   


5 1

3 3 2 1
3 3 1

3 2( )
( )  

، آن گاه داریم: a x 3 گر فرض کنیم a است. ا
a

  1 2 a یا
a

 1 2 می دانیم همواره

 
( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )

x
x

x
x

y

x
x

x

 


   


   

 


   

3 1
3 2 3 1

3 2 4 4

3 1
3 2 3

IÄ




   










      
1
3 2 0 0

0 4 0 4

( )

( , ] [ , ) ( , )

x
y

R Ry y∪ �  

x باشد.( بنابراین گزینۀ )2( صحیح است.  4 x و  2 ، حالت تساوی زمانی رخ می دهد که به ترتیب x
x

 


 3 1
3 x و2

x
 


3 1

3 )در نامساوی های2

y x بر حسب  تعیین برد با به دست آوردن
y و در نتیجه برد تابع را به  دست می آوریم. از این  ، محدودۀ y y می نویسیم. سپس با توجه به مقادیر قابل قبول برای x را بر حسب ، y f x ( ) در تابع

روش بیشتر در توابع کسری استفاده می شود.

y شامل چند عدد صحیح است؟  x x
x x

  
 

2

2
1
1

 برد تابع

4 )4  3 )3  2 )2  5 )1
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x می نویسیم:  طرفین وسطین کرده و معادله را برحسب توان های نزولی

y x x
x x

x y xy y x x y x y x y  

 
             

2

2
2 2 21

1
1 1 1 1 0( ) ( )  

، یک عبارت درجه دوم داریم که باید دلتای معادله، مثبت یا صفر باشد. بنابراین: y 1با شرط

                    0 1 4 1 1 0 1 1 4 4 0 1 3 5 02( ) ( )( ) ( )( ) (y )( y )y y y y y y   5
3 1y  

y را بررسی کرد: 1معادلۀ درجه دوم بالا به معادلۀ درجه اول تبدیل می شود. پس باید شرط ، y 1به ازای
x x
x x

x x x x
2

2
2 21

1
1 1 1 1 1 

 
         تناقض  

Ry که شامل دو عدد صحیح می باشد. بنابراین گزینۀ )2( صحیح است. [ , )5
3 1 پسy1 در برد تابع قرار ندارد. بنابراین

چون در بسیاری از مسائل به تعیین علامت یک عبارت نیاز پیدا می کنیم در این قسمت روش تعیین علامت را یادآوری می کنیم:

برای این که معلوم کنیم علامت یک عبارت جبری، مثبت، منفی، صفر یا تعریف نشده است، از جدول تعیین علامت کمک می گیریم.

 ، x b
a

  ) به ازای ) ( )a P x ax b  0 تعیین علامت چندجمله ای درجه اول: چندجمله ای درجه اول

صفر می شود و جدول تعیین علامت آن به صورت روبه رو است:

، به یکی از سه  ، بستگی به علامت ( ) ( )a P x ax bx c   0 2 تعیین علامت چندجمله ای درجه دوم: جدول تعیین علامت چندجمله ای درجه دوم

حالت زیر می باشد:

، جدول تعیین علامت آن به صورت زیر است: x x2 1 x دارد. با فرض x b
a1 2 2,      باشد، چندجمله ای دو ریشۀ سادۀ  0 گر  ا

x دارد که جدول تعیین علامت آن به صورت زیر است: b
a0 2
  باشد، چندجمله ای یک ریشۀ مضاعف  0 گر  ا

 باشد، چندجمله ای ریشه ندارد و جدول تعیین علامت آن به صورت مقابل است:  0 گر  ا

f به صورت زیر عمل می کنیم: x
g x
( )
( )

g چندجمله ای باشند، برای تعیین علامت عبارت x( ) f و x( ) گر : ا y f x
g x ( )
( ) تعیین علامت عبارات به شکل کلی

g را پیدا کرده و از کوچک به بزرگ در یک جدول قرار می دهیم. f و  ریشه های
 از سمت راست، علامت اولین قسمت جدول را تعیین می کنیم. این علامت را می توان با امتحان یک عدد بزرگ تر از بزرگ ترین ریشه، تعیین کرد.

شکل به  زوج  مرتبۀ  مکرر  ریشه های  در  علامت  که  باشید  داشته  توجه  فقط  می کنیم،  عوض  میان  در  یک  را  علامت ها  راست،  سمت  از  جدول  در   

) تغییر نمی کند. )( )n x a n  

2 0

P را تعیین علامت کنید. x x x x
x x

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

   
 

2 1 3
2 3

2 15

5  عبارت

) بنابراین داریم:     ( ) )p 4 0 )p را معلوم می کنیم. )4 ) علامت , )3   ابتدا ریشه ها را در جدول وارد می کنیم. برای تعیین علامت در بازۀ

   

P تغییر علامت نمی دهد. x( x ریشۀ مضاعف )مکرر مرتبۀ زوج( می باشد و به همین خاطر است که در اطراف آن، عبارت( 1ملاحظه می شود که در این عبارت
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R دارای چند زوج مرتب می باشد؟ - 1 x y x y   {( , )|x,y , } 2 7 رابطۀ

9 )4  8 )3  6 )2  5 )1
R چند عضو زوج مرتب دارد؟ - 2 x y x y x y   {( , )| , , | | | | } 2 رابطۀ

8 )4  7 )3  6 )2  4 )1
R چند عضو دارد؟ - 3 x y x B y A y x   {( , )| , , }12 }B باشد، رابطۀ , , }1 2 3 }A و , , }1 4 6 گر ا

8 )4  7 )3  6 )2  5 )1

)کتاب درسی(- 4  کدام یک از نمایش های زیر نیز قابل قبول است؟ 
f

f x x

:[ , ] [ , )

( )

0 3 01

2

 








برای تابع

 )الف
f

f x x

:

( )

 








2  )ب  

f

f x x

:[ , ] [ , ]

( )

0 1
3 0 1

9
2










 )پ  

f

f x x

: [ , ]

( )











0 1
9

2
 )ت  

f

f x x

:[ , ]

( )

0 3
1

2













 

4( )ب( و )پ( 3( )الف( و )ت(  2( )الف( و )پ(  1( )ب( و )ت( 
ماشین f به عنوان ورودی اعداد حقیقی را قبول می کند و پس از دریافت، خودش را با قدرمطلقش جمع می کند. نمودار این تابع کدام است؟- 5

 )4   )3   )2   )1

a کدام است؟- 6 b f تابع باشد، مقدار   {( , ) , (a , ) , ( ,a a) , ( , b)}2 1 4 2 2 1 22 گر ا

5 )4  4 )3  3 )2  2 )1

، تابع می باشد؟- 7 b R به ازای چند مقدار a a b b   {( , ),( , ),( , )}1 1 2 12 2 رابطۀ

3 )4  2 )3  1 )2 1( صفر 
B، آن گاه کدام یک از روابط زیر، تابعی ازA به B را نشان می دهد؟- 8 a b c{ , , } }A و , , }1 2 3 گر ا

 R b a R a c b R a a1 2 31 2 1 2 1 1 2 3  {( , ),( , )} ; {( , ),( , ),( , )} ; {( , ),( , ),( ,, )} ; {( , ),( , ),( , )}c R a a b4 1 2 3  

 R R3 2, )4   R R4 1, )3   R R4 3, )2   R R2 1, )1
b چند مقدار می تواند داشته باشد؟ - 9 f معرف یک تابع باشد، a a c b b c   {( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}2 5 5 2 5 4 3 22 2 f به  صورت گر ا

3 )4  2 )3  1 )2 1( صفر 
)کتاب درسی(- 10 B باشد، آن گاه چند تابع از A به B وجود دارد؟  d e{ , } A و a b c{ , , } گر ا

5 )4  9 )3  8 )2  6 )1
، چند تابع از A به B وجود دارد؟- 11 f a( )2 }B باشد، با فرض , , }1 2 3 A و a b c d{ , , , } گر ا

54 )4  27 )3  16 )2  12 )1
B وجود دارد؟- 12 A به ، چند تابع از f a( )3  f و b( )1  B باشد، با فرض a b c{ , , } }A و , , , , }1 2 3 4 5 گر ا

729 )4  360 )3  108 )2  54 )1
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)کتاب درسی(- 13 چه تعداد از عبارات زیر درست هستند؟ 

ب( برد و هم دامنۀ تابع می توانند یکی باشند. گر دامنه و برد دو تابع با یک دیگر برابر باشند، دو تابع برابرند.  الف( ا

] است. , ]0 3 ت( بی شمار تابع وجود دارد که دامنۀ آن ها بازۀ پ( هم دامنۀ تابع زیرمجموعه ای از برد آن است.   

4 )4  3 )3  2 )2  1 )1

 باشد، آن گاه B کدام گزینۀ زیر می تواند باشد؟- 14
f B

f x x x

:[ , ]

( )

1 5

4 32


  






گر  ا

 [ , ]9 1 )4   [ , ]6 3 )3   ( , ] 0 )2   [ , ]8 0 )1
) نمایش می دهد؟- 15 )m ) را برحسب طول میانۀ آن )S کدام گزینه تابعی است که مساحت مثلث متساوی الاضلاع

S m 3
3

2 )4   S m 3
4

2 )3   S m 3
2

2 )2   S m
2

2 )1

16 -( )y 1 y کدام است؟ ) می گذرد با محورهای مختصات، مثلث قائم الزاویه  می سازد. تابع مساحت این مثلث برحسب , )3 1 مطابق شکل، خطی که از نقطۀ

 S y y
y

( )


3
2 2

2
)2    S y y

y
( ) 2 2

3 2 )1

  S y y
y

( ) 1
3 2 )4    S y y

y
( )


3

1

2
)3

S بیان کند، کدام است؟- 17 V را برحسب V به ترتیب مساحت و حجم یک کره باشند، ضابطۀ تابعی که S و گر ا

 V S S


)4   V S 1
6 

)3   V S S 
6 )2   V S S 6


)1

h کدام است؟- 18 h محاط کرده ایم. تابع حجم مخروط برحسب در درون کره ای به شعاع 10 واحد مخروطی به ارتفاع

 V h h h( ) ( )  3 24 )4   V h h h( ) ( )  18 2 3 )3   V h h h( ) ( ) 
3 103 2 )2   V h h h( ) ( ) 

3 20 2 3 )1

g تعداد اعضای دامنه برابر اما تعداد اعضای برد متفاوت باشد، حاصل- 19 c a b {( , ),( , ),( , )}2 1 2 2 3 5 f و a b   {( , ),( , ),( , )}2 1 1 2 2 گر در دو تابع ا

a کدام است؟ b c 

4 )4  3 )3  6 )2  5 )1

)کتاب درسی(- 20 کدام یک از معادلات زیر، y را به صورت تابعی از x مشخص می کند؟ 

x y2 2 )4    x y2 4 )3  x  | y | 1 )2  x y 2 4 )1
x می باشد؟ - 21 y تابعی از در کدام یک از روابط زیر،

 | |y x3 1 )4   | | | |x y  1 1 )3   y y x2 2 1   )2   y y y x x3 2 33 3 0     )1
کدام یک از روابط زیر، معرف یک تابع می باشد؟- 22

 {( , ) | , , | | | | }x y x y x y   2 )2   {( , ) | , , }x y x y x y  

2 2 5 )1

 {( , ) | , , | | }x y x y x y    3 0 )4   {( , ) | , , }x y x y x y  

2 5 )3
کدام معادله، بیانگر یک تابع است؟- 23

 | |y x y  2 )4   | |y x y  )3   | |y x y 2 )2   | |y x y  )1
کدام یک از معادلات زیر، y را به صورت تابعی از x مشخص نمی کند؟- 24

 y x x3 3 2 1   )4   xy x2 )3   ( ) ( )x y   1 2 02 2 )2   xy
y
x

  2 )1
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2 یک تابع ناتهی باشد، مقدار k کدام است؟- 25 4 6 02 2x y x y k     گر ا

13 )4  11 )3  9 )2  7 )1
کدام رابطه، یک تابع است؟- 26

xy x2 1  )4   | |y x  1 0 )3   y y x  3 3 1)2   y y x3 23 0   )1

f کدام است؟- 27 f( ( )) 144 ، مقدار f x x( ) |x| 2 گر ا

12 )4  8 )3  6 )2 1( تعریف نشده 

f کدام است؟- 28 f( ) ( )2 10 f باشد، حاصل x x x( )3 22 1   گر ا

6 )4  8 )3  152 )2  206 )1
f کدام است؟- 29 ( )4 f باشد، آن گاه ( )2 2 f و ( )1 1 ، f x f x f x( ) ( ) ( )   6 2 1 گر ا

16 )4  8 )3  20 )2  10 )1

g کدام است؟- 30
f
( )
( )

7 3
2 2

3

3



g باشند، آن گاه حاصل x x x x( )  3 29 27 f و x x x x( )  3 26 12 گر ا

3 )4  3 )3  2 )2  2 )1
f کدام است؟- 31 g g f( ( )) ( ( ))1 2 1 2   g باشند، حاصل x x x( )  2 2 1 f و x x( ) | | گر ا

4 )4   4 2 )3   4 2 1( ) )2   4 1 2( ) )1
f کدام است؟- 32 x f x( ) ( )1 1   ، حاصل f x x x( ) ( ) 2 22 در تابع f با ضابطۀ

4 2x )4  2 2x )3  4x )2 1( صفر 
f کدام است؟- 33 ( )1 ، مقدار f x f x( ) ( )3 2 6 5 4    گر داشته باشیم ا

3 )4  3 )3  2 )2  2 )1
)ریاضی خارج 90(- 34 f برابر کدام است؟  f x( ( )) f باشد، ضابطۀ x x( ) | |  2 2 گر ا

2 f x( ) )4  f x( ) )3  4  x )2  x )1
f کدام است؟- 35 x( )1  f باشد، آن گاه x x x( )   3 4 52 گر ا

x x2 4 5  )4  x x2 4 5  )3  x2 3 )2  x2 1 )1

x کدام است؟- 36 ، در این صورت محدودۀ f x xf x( ) ( ) 1 f باشد و داشته باشیم x x
x( ) | |
| |
1 گر ا

| |x 1)4  | |x 1)3  x  0 )2  x  0 )1
a کدام است؟- 37 ، آن گاه عدد g f a( ( ))5 g باشد و بدانیم {( , ),( , ),( , ),( , )}1 2 5 4 6 5 2 3 f و x x x( )  گر ا

4 )4  3 )3  2 )2  1 )1
f کدام است؟- 38 ( )2 ، آن گاه f x xf x x( ) ( )   2 1 گر ا

4 )4  3 )3  2 )2  1 )1
f کدام است؟- 39 ( )45 ، آن گاه f xx

f x
x

( )
cos

( )
sin  2 گر ا

  2 )4 3( صفر    2 )2   2
2 )1

f کدام است؟- 40 ( )4 ،  آن گاه مقدار f x x x
x

( )
2 2

2
2 4   گر داشته باشیم ا

12 )4  10 )3  8 )2  6 )1
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f کدام است؟- 41 f( ) ( )1
5

1
3 f باشد، حاصل x

x
x x( ) ( )2

2

1
4 1


   گر ا

 16 )4  16 )3  12 )2  110 )1

f کدام است؟- 42 ( )3 f باشد، حاصل x x
x

( tan ) cos
cos

1 3
1 2

2
2

2  


گر ا

8 )4   8 )3   12 )2  12 )1

f کدام است؟- 43 ( )2 f باشد، آن گاه حاصل x x x
x x(tan ) sin cos

sin cos 


3
2 3 گر ا

4 )4  3 )3  6 )2  5 )1
) کدام است؟- 44 )( )f g 7 3 باشند، حاصل عبارت 4 2 1g x( ) g( x) x    2 و 1 3f x f x x( ) ( )  گر ا

1
2 )4  1 )3  1 )2 1( صفر 

f کدام است؟- 45 f( ( )) 12 2 y به صورت روبه رو باشد، مقدار عددی f x ( )3 گر نمودار ا

4 )1
2 )2
2 )3

4( صفر 

f کدام است؟- 46 f f f( ( )) ( ( ))5 1 ، مقدار f x x x x
x x

( ) ;
;


  
 





4 3
2 3 3

در تابع باضابطۀ

9 )4  8 )3  7 )2  6 )1

f کدام است؟- 47 x x a x a
x x a

( )  
 







3 23
1 3

تعداد صفرهای تابع دوضابطه ای 

4( صفر  3 )3  2 )2  1 )1
x مشخص می کند؟- 48 y را به صورت تابعی از کدام یک از معادلات زیر

 y
x x
x x




  




1
1 0

)4   y
x x x
x x


  
 





| |
| |

1 0
1 0

)3   y
x x
x x


  









2 2 1

2 0
)2   y

x x
x x


 

 




| |1 0
0
)1

f کدام است؟- 49 f f x( ( ( ))) f باشد، مقدار x x x x
x

( )  








2 2 0
1 0

گر ا

( )x2 21 2  )4  3 )3  x2 2 )2  1 )1
] ثابت و به هر عدد بزرگ تر از 2 مربع آن را نسبت می دهد. - 50 , ]0 2 f می باشد. این تابع در بازۀ ( ) 5 2 f و ( )2 3 f تابعی است با دامنۀ اعداد حقیقی که

)کتاب درسی( 3 قطع می کند. چه تعداد از مقادیر زیر صحیح است؟  هم چنین برای اعداد منفی، خطی است و نمودار آن محور xها را در نقطه ای به طول

 f f f f( ) ; ( ) ; ( ) ; ( )     1 2 1 3 3 9 3 0  

4 )4  3 )3  2 )2  1 )1

a کدام است؟- 51  باشد، تمام مقادیر ممکن برای f برابر x
x x

ax x
( )

| |


  

 







3 2 2
1
2 2

گر برد تابع ا

 a  54 )4   a  54 )3   a  3
4 )2   a  3

4 )1
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x کدام است؟- 52 5 13 f به ازای (f(x)) f باشد، حاصل x
x x

x x x x
( )

 

  







2 1

3 36 4 2




گر ا

17 )4  15 )3  9 )2  3 )1

y کدام است؟- 53 f f x g g x ( ( )) ( ( )) g باشند، نمودار تابع x
x

x
( )














1
2
3
2





f و x
x

x
( )

 

 







2 0
1
2 0

گر ا

 )4   )3   )2   )1

f کدام است؟- 54 f f f( ) ( ) ( ) ... ( )1 2 3 100    f باشد، آن گاه حاصل x
x x

x
( )










1
گر ا

200 )4  145 )3  135 )2  90 )1

)کتاب درسی(- 55 f را قطع نمی کند؟  x
x x

x x
( )

 

   







2 0
2 2 0

کدام یک از خطوط زیر، نمودار

 y  5 1 )4   y  4 5 )3   y  2 1)2   y  2 1 )1
چه تعداد از توابع زیر ثابت هستند؟- 56

)الف f x(x) tanxcot )ب  g x(x) |x|  )پ  s(x) [ [ ] ]  x x )ت  t x
x(x) sin

sin  

4 )4  3 )3  2 )2  1 )1
y کدام است؟- 57 f2 2 2 ( x) y و f1 3 1 ( x ) f یک تابع همانی باشد، آن گاه نقطۀ تلاقی نمودار دو تابع (x) گر ا

 ( , )2
5

3
5 )4   ( , )3

5
4
5 )3   ( , )3

5
3
5 )2   ( , )2

5
2
5 )1

| چند جواب دارد؟- 58 | | |x x x    1 2 1 معادلۀ

4( صفر  3 )3  2 )2  1 )1

f شامل چند عدد حقیقی نمی باشد؟  - 59 f باشد، آن گاه دامنۀ تابع x x
x
x

( ) 





1
1 1

1
12

گر ا

4 )4  3 )3  2 )2  1 )1

} باشد، مقدار mn کدام است؟- 60 }12 f به صورت x x
x m x n

( )
( )

 
  

2 1
32 گر دامنۀ تابع ا

1 )4  2 )3  2 )2  1 )1

 است؟- 61 y برابر x
x m x

 
  

3

2
2

2 2 2( )
به ازای چند مقدار صحیح m، دامنۀ تابع

4 )4  5 )3  6 )2  7 )1
y شامل چند عدد صحیح است؟  - 62 x  3 1 4 دامنۀ تابع

5 )4  4 )3  2 )2  3 )1
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y چند عضو دارد؟  - 63 x x  2 2 24( ) دامنۀ تابع با ضابطۀ

4( بی شمار  3 )3  1 )2 1( صفر 

f کدام فاصله است؟- 64 x x
x

x
x( ) 


 1

3
2 دامنۀ تابع

 ( , )2 3 )4   [ , ]1 2 )3   ( , )0 3 )2   ( , ]0 1 )1

ba کدام است؟  - 65  باشد، مقدار { , }3 1 f به صورت x x
x a x b

( )
(log )

 
 

2

2
2

1
2

گر دامنۀ تابع ا

 1
24 )4   38 )3    1

24 )2    38 )1

)تجربی خارج 96(- 66 2 عدد حقیقی باشد، مجموعۀ مقادیر x در کدام بازه است؟  9
2 22

4 23

x
x x   گر عبارت ا

 [ , ) ( , ] 23 0 0 2
3 )4   [ , ) ( , ] 23 0 0 2 )3   [ , ] 23

2
3 )2   [ , ]2

3 2 )1

a کدام است؟- 67  باشد، حدود f برابر x ax x a( )  2 گر دامنۀ تابع ا

 a   12 )4   a  12 )3   | |a  12 )2   | |a  12 )1

y با دامنۀ کدام یک از توابع زیر برابر است؟- 68 x
x 

1
2 دامنۀ تابع

 y x x x
x

    


( )( )1 2 2
2 )4   y x

x
 


1
2

)3  y x x  ( )( )1 24 )2   y x
x

 


log ( )12 )1

y شامل چند عدد صحیح است؟- 69 x x  6 44 | | دامنۀ تابع با ضابطۀ

8 )4  6 )3  7 )2  9 )1
)تجربی خارج 92(- 70 f کدام است؟  x( ) f باشد، دامنۀ تابع x x x( ) | |  2 گر ا

 x 1)4   x 1)3   x  1 )2  x  1 )1
y شامل چند عدد صحیح نمی باشد؟- 71 x   || | |1 3 2 دامنۀ تابع

4( بی شمار  2 )3  6 )2  3 )1
 دارد؟  - 72 g باشند، کدام تابع، دامنه ای برابر x x x( )  2 2 f و x x( )  1 گر ا

 y
f x

g x



( )
( )
3

1 )4   y g x
g x f x



( )

( ) ( ) )3   y f x g x



1

( ) ( ) )2   y f x
g x

 ( )
( ) )1

)ریاضی داخل 92(- 73 y کدام است؟  xf x ( ) y است. دامنۀ تابع f x ( ) شکل روبه رو، نمودار تابع

 [ , ]3 2 )2    [ , ]0 2 )1
  [ , ] [ , ]3 0 1 2 )4    [ , ] [ , ] 4 3 1 2 )3

)ریاضی خارج 97(- 74 x) کدام است؟  )f(x)1 f است. دامنۀ تابع غیرنقطه ای x( ) شکل روبه رو، نمودار تابع با ضابطۀ

[ , ) 1 )2   [ , ]3 2 )1
   ( , )3 2 )4   ( , ] 1 )3

)ریاضی داخل 1400(- 75 f کدام است؟  (x) log
|x| |x|


 6

1
6

دامنۀ تغییرات تابع

( , )4 4 )4  ( , )4 9 )3  ( , )4 9 )2  ( , )9 9 )1

)تجربی داخل 1400(- 76 f کدام است؟ 
x

(x)
log (x x )


 

 
4

2

2
2

1 1
دامنۀ تابع با ضابطۀ

( , )2 1 )4  ( , ) ( , )  2 1 )3  ( , )1 2 )2  ( , ) ( , )  1 2 )1
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)تجربی خارج 1400(- 77 f کدام است؟  x(x) log (|x | )  4
2 2 دامنۀ تابع با ضابطۀ

( , ) ( , ) 1 2 )4  [ , ) ( , ) 1 1 2 )3  ( , ) ( , ) 1 2 )2  ( , ) ( , )  2 2 )1

y شامل چند عدد صحیح است؟- 78 x x    3 2 3 2 دامنۀ تابع

4 )4  5 )3  2 )2  3 )1
2 کدام است؟- 79  ) است. حاصل , )  y به صورت بازۀ x

x x
 

  

1

2 25
دامنۀ تابع

3 )4  1 )3  4 )2  2 )1

y کدام است؟- 80 x f x
x

 

( )

16 2 y و نیمساز ناحیۀ دوم و چهارم است. دامنۀ تابع f x ( ) شکل روبه رو، نمودار تابع

 ( , ] ( , )  4 2 4 )2    ( , ] [ , ) 4 2 3 4 )1
  ( , ] 2 )4   ( , )2 4 )3

y کدام است؟- 81 x f x
x f x 

( )

( ) ( )4 y و نیمساز ناحیۀ اول و سوم است. دامنۀ تابع f x ( ) شکل روبه رو، نمودار تابع

 [ , ) [ , )2 4 5  )2    ( , ] [ , )1 2 5  )1

  ( , ) ( , ] 1 4 5 )4    ( , ] ( , ]1 2 4 5 )3

y شامل چند عدد طبیعی است؟- 82 f x g x
x f x 

( ) ( )

( )2 نمودار توابع f و g به شکل مقابل است. دامنۀ تابع

5 )1
4 )2
3 )3
 2 )4

 کدام است؟- 83 2 ) باشد، مقدار , )  y به صورت بازۀ
x
x x


 

   
| |
| | | |

2 3
5 1 4

گر دامنۀ ا

5 )4  4 )3  3 )2  2 )1

x کدام است؟- 84 y   1 1 34 دامنۀ تابع به معادلۀ

[ , ]1 9 )4   [ , ]1 3 )3   [ , ]1 82 )2   [ , )1  )1

a کدام است؟- 85 c2 } باشد، مقدار }12 f برابر مجموعۀ x ax x c( )  2 2 گر دامنۀ تابع ا

2 )4  1 )3  2 )2  1 )1

a چند مقدار صحیح را شامل نمی شود؟- 86 f فقط شامل یک عدد حقیقی نباشد، x x
x

x
ax x a

( )  
 

3

2 2
گر دامنۀ تابع ا

4( بی شمار  2 )3  1 )2 1( صفر 

] باشد، تمام مقادیر ممکن برای a کدام است؟- 87 , )0  f به صورت بازۀ x x x
x ax

( )


 

3

2 1
گر دامنۀ تابع ا

 a  4 )4   a 2 )3     2 2a )2   a  2 )1

)کتاب درسی(- 88 کدام یک از جفت توابع زیر با هم مساوی اند؟ 

 g x x f x x( ) | | , ( ) ( )  2 )2    g x x f x x( ) | | , ( )  2 )1

 g x x
x

f x x
x

( ) , ( ) | |
| |

  )4    g x f x x
x

( ) , ( ) 1 )3
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کدام یک از جفت توابع زیر با هم مساوی هستند؟- 89

 g x x f x x x( ) , ( )    3 )2   g x x
x

f x x
x

( ) , ( ) 


 


2
2

2
2 )1

 g x x f x x( ) | | , ( ) ( )   2 2 22 2 )4   g x x f x
x
x

x

x
( ) , ( )  















3
9
3 3

5 3

2

)3

)ریاضی خارج 89(- 90 g مفروض اند. در کدام گزینه، دو تابع مساوی اند؟  f و دو تابع

 f x x
x

( )
| |

,
2

 g x( )1)2   f x x( ) log ,2 g x x( ) log 2 )1

 f x x
x

( )
| |

,  g x x
x

( ) | | )4    f x x( ) ( ) , 2  g x x( ) )3
کدام یک از جفت توابع زیر با هم مساوی نیستند؟- 91

 g x x f x x
x

( ) | | , ( )
| |

   


1 1
1

2
)2   g x x

x
f x x( ) , ( )

 
  

2

2
2

1 1
1 1)1

 g x x
x

f x
x

( ) , ( ) 
3

23
1 )4   g x x x f x x x( ) | | , ( )   2 4 21 )3

y برابر است؟- 92 x 2 1 کدام تابع با ضابطۀ زیر، با تابع

 y x x  4 4 12 )4   y x x x
x

   



4 2 2 1
2 1

3 2

2 )3   y x
x

 


4 1
2 1

2
)2   y x 4 12 )1

کدام یک از جفت توابع زیر با هم مساوی نیستند؟- 93

 g x x x f x x x( ) cos sin , ( ) sin cos   2 4 2 4 )2   g x f x x x( ) , ( ) sin cos  1 2 2 )1

 g x x f x x x
x

( ) sin , ( ) sin sin
sin

  


2 4 6
2 3
2

)4   g x x
f x x( )

cos
, ( ) tan  1 1 2 )3

)تجربی خارج 97(- 94 y برابر است؟  x
x log 2 کدام یک از توابع زیر با تابع

y x
x

 2 2log )4  y x
x

 1
2

2 2log( ) )3  y log 



x
x x

2

2
4
2

)2  y log( ) log  x x2 )1

g با هم مساوی می باشند؟- 95 x k k( )  3 2 3 f و x x x k
x x k

( )  
 

3 3 32

2 ، توابع k به ازای چند مقدار

3 )4  2 )3  1 )2 1( صفر 

ak کدام است؟- 96 g برابر باشند، آن گاه حاصل x
x x

( )
 

1
2 423 3 f و x

x
x a x a

k x a
( )















3 2
گر دو تابع ا

 43 )4   23 )3   13 )2  1 )1

a کدام است؟  - 97 b c d   g مساوی باشند، آن گاه مقدار x x b
x cx d

( ) 
 

2
2 f و a

x(x)
3 گر دو تابع ا

 2 )4  1 )3   1 )2 1( صفر 

g برابر هستند؟- 98 x x a x a( ) ( ( ) )(x )    2 4 4 4 f و x x a(x) | |  4 ، دو تابع a به ازای چند مقدار طبیعی

4 )4  3 )3 2( بی شمار  1( صفر 
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f کدام است؟- 99 x x
x( ) 


4 3
2 6 برد تابع

  { }4 )4    { }3 )3    { }2 )2    )1
y کدام بازه است؟- 100 x x 2 7sin |sin برد تابع|

 [ , ]5 9 )4   [ , ]2 9 )3   [ , ]0 9 )2   [ , ]0 7 )1

y شامل چند عدد صحیح است؟- 101 x x x x     1 2 22 24 برد تابع

4( بی شمار  2 )3  1 )2 1( صفر 
y چند عدد صحیح منفی را شامل می شود؟- 102 x x 6 برد تابع

36 )4  3 )3  9 )2  6 )1
y شامل چند عدد صحیح می باشد؟- 103 x x   4 4 52 برد تابع

6 )4  4 )3  3 )2 1( صفر 
y شامل چند عدد صحیح نمی باشد؟- 104 f x 3

( ) ] باشد، برد تابع , ] 14 3 ، بازۀ y f x ( ) گر برد تابع ا

12 )4  11 )3  4 )2  3 )1

f کدام است؟- 105 x x x x x x( )    2 2 23 34
برد تابع

 { , } 2 2 )4   ( , ]0 2 )3   [ , ) 2 0 )2   [ , ] { } 2 2 0 )1

f کدام است؟- 106 x x
x

( )  


2
22 1

1
برد تابع

 ( , )2  )4   [ , )3  )3   [ , )2  )2   ( , )0  )1

f قرار ندارد؟- 107 x x
x

x
x( ) | |
| |  


3 1
1 کدام عدد در برد تابع

4 )4  4 )3  2 )2  2 )1

)ریاضی خارج 92(- 108 f کدام است؟  x x
x( ) (x |x|)  2 برد تابع با ضابطۀ

 ( , )1 3 )4   [ , ]1 2 )3   [ , ]0 2 )2   ( , ]0 1 )1
f کدام است؟- 109 x x

x
( )

( )
 


3
1 2 برد تابع

 [ , ) 1
25 )4   [ , ) 1 )3   [ , ) 1

16 )2   [ , )0  )1

y شامل چند عدد صحیح است؟- 110
x x

x x


 

 

2

2

1
4
1

برد تابع

4( صفر  3 )3  2 )2  1 )1

y کدام است؟- 111 x
x

 


2 1
3

2

2 برد تابع

 [ , ) 13 2 )4     ( , ]1 2 )3   [ , ] 13 2 )2     [ , )1 2 )1

f شامل چند عدد صحیح است؟ - 112 x x
x( ) cos

cos


7
2 برد تابع

7 )4  10 )3  8 )2  9 )1

y کدام بازه است؟- 113 x x x  2 2 برد تابع با ضابطۀ

 [ , ]0 2 )4   [ , ]1 2 1 2  )3   [ , ] 12 2 )2   [ , ]0 1 2 )1



430

1  2 7x y  y اعداد طبیعی هستند که در نامساوی x و روش اول:  4
صدق می کنند، پس حالت های زیر را در نظر می گیریم: 

 x y y    1 5 1 2 3 4 5, , , ,  

 ) : زوج مرتب ها , ),( , ),( , ),( , ),( , )1 1 1 2 1 3 1 4 1 5  

 x y y     2 3 1 2 3, , ) : زوج مرتب ها , ),( , ),( , )2 1 2 2 2 3  

 x y y     3 1 1 ) : زوج مرتب  , )3 1  

بنابراین رابطۀ R، شامل 9 زوج مرتب می باشد.
y را در ربع  x 7 2 روش دوم: کافی است محدودۀ نامساوی

اول مختصات رسم کرده و نقاطی را که طول و عرض آن ها طبیعی 
می باشد، مشخص کنیم:

 شامل 9 زوج مرتب است.  

که  2 گرفت  نتیجه  می توان   ، x y,  و  | | | |x y 2 تساوی از   4
مجموع دو عدد صحیح نامنفی برابر 2 شده است و این در صورتی امکان پذیر 

است که یکی از حالات زیر رخ می دهد:
 | | ,| | ( , ),( , )x y R    0 2 0 2 0 2  

| | ,| | ( , ),( , ),( , ),( , ) Rx y       1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  

 | | ,| | ( , ),( , )x y R    2 0 2 0 2 0  
R دارای 8 عضو است. پس رابطۀ

y می نویسیم: 3 A x و B R را با فرض ابتدا رابطۀ  3

R {( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}1 1 1 4 1 6 2 1 2 4 2 6 3 1 3 4 3 6  

) می باشد را حذف می کنیم: )y
x
xy 12 12 حال زوج مرتب هایی که

 R {( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}1 1 1 4 1 6 2 1 2 4 3 1 3 6  
R شامل 7 زوج مرتب می باشد. پس

] را رسم می کنیم: 4 , ]0 1
3 f با دامنۀ x x( ) 2 ابتدا نمودار تابع  1

] است، پس نمایشی قابل  , ]0 19 با توجه به نمودار، برد تابع بازۀ

] باشد و هم دامنۀ آن مجموعه ای  , ]0 1
3 قبول است که دامنۀ آن

] زیرمجموعۀ آن باشد. , ]0 19 انتخاب شود که برد تابع یعنی

] نمی باشد، پس قابل قبول  , ]0 1
3 توابع مربوط به )الف( و )پ( دامنه شان برابر بازۀ

] است و هم دامنه شان  , ]0 1
3 نیستند. اما توابع مربوط به )ب( و )ت( دامنه شان

] زیرمجموعۀ آن است. بنابراین هر دو قابل قبول اند. , ]0 19 به گونه ای است که

به جای این که نمودار تابع رو واسه پیدا کردن برد رسم کنی، این طوری هم میشه برد رو حساب کرد:

 0 1
3 0 1

9 0 19
2      x x Rf [ , ]  

5  f x x x( ) | |  به صورت تابع  نمایش  سؤال،  فرض  به  توجه  با   3
x را برای آن در نظر بگیریم، تابع به صورت دو   0 x و  0 گر دو حالت است. ا

f در می  آید و در نتیجه نمودار آن به صورت  x
x x

x
( )








2 0
0 0

ضابطه ای

گزینۀ )3( می باشد.
متمایزی  6 مرتب  زوج  دو  هیچ  نباید  رابطه،  یک  بودن  تابع  برای   2

مؤلفه های اول یکسان داشته باشد، پس:

( , ) ( , )2 1 2 2 2 1 2 1 02 2 2          a a a a a a  

       ( ) {( , ),( , ),( , )}a a f b1 0 1 2 1 1 4 1 22  

( , ) ( , )1 4 1 2 2 4 2 3       b b b a b  

تابع  7 زمانی  پس  دارد،  وجود   1 اول  مؤلفۀ  با  مرتب  زوج  دو  چون   1

در  طرفی  از   .    a a b2 21 یعنی باشد،  برابر  آن ها  دوم  مؤلفۀ  که  است 

همواره پس  منفی اند،  دو  هر    علامت و   a2 ضریب  ،   a a2 عبارت1

    a a b2 21 ، بنابراین معادلۀ b2 0  می باشد. حال چون   a a2 1 0

هیچ گاه ریشه ندارد.
B را نسبت  8 A دقیقاً یک عضو از رابطه ای تابع است که به هر عضو  2

R1 تابع نیست، زیرا زوج مرتبی با مؤلفۀ اول 3 وجود ندارد.  دهد. بنابراین رابطۀ
، پس (( , ),( , ))1 1b a با مؤلفۀ اول یکسان وجود دارد R2 دو زوج مرتب  در

R4 تابع هستند. R3 و R2 نیز تابع نیست. اما روابط
با استفاده از تعریف تابع داریم: 9  2

 
( , )
( , )

{( , ),( , ),( , ),( , )}
2 5
2

5 2 5 5 2 5 5 4 32 2






      
f

c f
c f a a b b

 
( , )

( , )

5

5 4 3
4 3 4 3 0 1 3

2
2 2b f

b f
b b b b b b



 






         IÄ

 

b f a a a a

a a

        

     
1 2 5 5 2 5 1 2 1

1 0

2 2

2 0
{( , ),( , ),( , )}


.jnHkkº j¼]» Â£Ã£e jkø ÁHoMa

b f a a a      3 2 5 5 2 5 92 2{( , ),( , ),( , )} aa

a a

 

     












 

2 9

7 02 0
.k{IM nHo¤oM kºH¼UïÂ¶

 

b وجود دارد.  3 پس فقط یک مقدار
روش اول )مفهومی(: در توابع از A به B ، به هر یک از عضوهای  10  2

مجموعۀ A یک عضو B را می توان نسبت داد:

 f A B f a b c: : {( , ),( , ),( , ) 
  
  

S²Ie2        S²Ie2        S²Iee2

}  

در هر یک از دایره های خالی یکی از دو عضو مجموعۀ B می تواند قرار گیرد. 
یعنی در هر دایرۀ خالی 2 انتخاب داریم، پس طبق اصل ضرب داریم:

حالت 2 2حالت 2حالت 2 83  حالت   
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، n عضو   B و ، m عضو   A گر ا روش دوم )فرمولی(: طبق مطالب درسنامه 

 2 83  ، پس nm داشته باشد، تعداد توابع از مجموعۀ A به B برابر است با:

حالت وجود دارد.

f فقط یک حالت وجود دارد.  11 a( f است، پس برای( a( )2چون  3

f سه حالت )1 یا 2 یا 3( امکان دارد، بنابراین  (d) f و c( ) ، f b( ) اما برای

طبق اصل ضرب داریم:

 
f A B f a b c d: : ( , ),( , ),( , ),( , )  

   
  

2

1 3

  

S²Ie S²Ie S²Ie3 S²Iee 3 3 273 
 

دارد 12 وجود  حالت  دو   f ( )1 برای پس  است،   f b( )1  چون  2

نیز   f ( )3 برای f می باشد، پس  a( )3  . هم چنین ( ( ) ( ) )f a f c1 1 IÄ

 f ( )5 f و ( )4 ، f ( )2 ، اما برای ( ( ) ( ) )f b f c3 3 IÄ دو حالت وجود دارد.

سه حالت )a یا b یا c( امکان دارد. بنابراین طبق اصل ضرب داریم:

 
f A B f: : ( , ),( , ),( , ),( , ),( , )  

    
 

1 2 3 4 5

2 3

    

S²Ie S²Ie S²IIe 2 S²Ie S²Ie  3 3 108
 

پس 108 تابع از A به B می توان نوشت.

برابر  13 تابع  دو  اما  باشند  برابر  تابع  دو  برد  و  دامنه  است  ممکن   2

g را در نظر بگیریم، آن گاه x x( )2 2 f و x x( ) 2 گر نباشند. برای مثال ا

یکسان  ضابطه های  چون  اما   ،R Rf g  [ , )0 و  D Df g 

ندارند، پس برابر نیستند و در نتیجه عبارت )الف( درست نیست.

طبق تعریف، برد یک تابع، زیرمجموعۀ هم دامنه است، بنابراین برد و هم دامنۀ 

تابع می توانند برابر باشند، اما هم دامنه زیرمجموعۀ برد نیست، پس عبارت )ب( 

درست و عبارت )پ( نادرست است. هم چنین به ازای هر دامنۀ مشخص غیرتهی، 

 ، f x x x1 3( ) ( )  توابع مثال  برای  کرد.  مشخص  می توان  تابع  بی شمار 

 [ , ]0 3 f و ... همگی دارای دامنۀ x x x3 3 3( ) ( )  f و x x2 2 3 ( )

هستند. بنابراین عبارت )ت( هم درست است.

بازه ای را باید انتخاب کنیم که برد تابع، زیرمجموعۀ آن باشد. برای  14  4

] محدود شده، بهتر است  , ]1 5 تعیین برد سهمی، چون دامنۀ آن به صورت بازۀ

نمودار آن را رسم کنیم. برای این کار مختصات رأس سهمی و نقاط سر و ته آن 

را مشخص می  کنیم:

x b
a

yS S   

  2

4
2 2 1  

 [ , ]9 1 ] است. چون این بازه، زیرمجموعۀ , ]8 1 با توجه به نمودار، برد تابع، بازۀ

می باشد، پس گزینۀ )4( صحیح است.

در مثلث متساوی الاضلاع، ارتفاع و میانه روی  15  4
هم قرار دارند، پس داریم:

 S ma 12  
از طرفی با توجه به رابطۀ فیثاغورس داریم:

 m a a a m a m2 2 2 2 2
2

3
4

2
3

     ( )  

    S m m m1
2

2
3

3
3

2  

16  ،ABO مثلث در  می باشد.   S xy 12 صورت به  مثلث  مساحت   2
y به  x را برحسب OB موازی است، با توجه به قضیۀ تالس، پاره خطCE با

دست می آوریم:
CE
OB

AC
AO y

x
x

   1 3  

       


1 1 3 3 1 3
1y x x

y
y

x y
y

 

 S y
y

y S y
y

 

  


1
2

3
1

3
2 2

2
 

17  2
V : حجم کره r 43

3  

S : مساحت کره r r S r S V r r      4 4
1
2

4
3

2 2 2
 

 ( )  

    4
3 4

1
2 6


 




S S V S S  

18  OHBباشد، در مثلث ارتفاع مخروط   h r شعاع مخروط و گر ا  1
طبق قضیۀ فیثاغورس داریم:

OB OH HB h r2 2 2 2 2 210 10     ( )  

        r h h r h h2 2 2 2100 100 20 20( )  

 r h h2 220  V می باشد که با جای گذاری r h 13
2 . حجم مخروط برابر

داریم:
 V h h( ) ( h ) 

3 20 2 3  

) وجود دارند، پس  19 , )2 2 ) و , )2 a f چون دو زوج مرتب در تابع  4
a باشد. بنابراین داریم:  2 باید

 f b g c b    {( , ),( , )} , {( , ),( , ),( , )}2 2 1 1 5 2 2 3 5  

} می باشد. چون طبق فرض، تعداد اعضای برد , }2 5 g شامل دو عضو برد تابع
f باید تعداد اعضای برد f برابر 1  g متفاوت است، پس با توجه به تابع f و

باشد و در نتیجه داریم:
 1 2 3 5 6 2 3 5     b b g c{( , ),( , ),( , )}  
c و در نتیجه 3 در آخر این که چون تعداد اعضای دامنۀ f و g برابر است، پس

a می شود. b c      2 3 3 4
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هر یک از گزینه ها را بررسی می کنیم: 20  3
معادله  این  پس   . y  1:داریم  x  5 به ازای  ، x y 2 4 معادلۀ در   )1 

تابع نیست.
. بنابراین این معادله  y  1:داریم x  2 ، به ازای x  | y | 2( در معادلۀ1

تابع نیست.
. چون این معادله به  y x 4  نتیجه می گیریم2  x y2 4 3( از معادلۀ
y نمایش داده شده، پس به ازای هر x فقط یک مقدار  f x ( ) صورت صریح

برای y وجود دارد. پس معادله تابع است.
معادله  این  بنابراین   . y  1داریم  x 1به ازای  ، x y2 2 معادلۀ در   )4 

تابع نیست.
رابطه ای که تابع است را بررسی می کنیم و برای اثبات تابع نبودن  21  1

بقیۀ گزینه ها مثال نقض می آوریم:

1( y y y x x y x x3 2 3 3 33 3 1 1 0 1 1 0            ( )  

         ( )y x x y x x1 1 1 13 3 333
'''''"  

      y x x33 1 1  

y بیان شده و به ازای هر x فقط یک مقدار  f x ( ) چون معادله به صورت
برای y وجود دارد، پس این معادله تابع است.

بررسی سایر گزینه ها: 

2(  x y y y y y y          1 2 0 2 0 0 22 ( ) IÄ نیست. تابع 
3( x y y y y          0 1 1 1 1 0 2| | IÄ تابع نیست.  

4( x y y     1 1 1| | تابع نیست.  
چه مجموعه هایی  22 به  متعلق   y و  x این که به  باید  حتماً  روابط  این  توی   1

هستن توجه کرد.
مرتب زوج  دو  شامل  فقط   x y2 2 5  معادلۀ باشند،  طبیعی   y و   x گر  ا
)} می باشد که تابع است. حال برای بقیۀ گزینه ها مثال نقض می آوریم: , ),( , )}1 2 2 1
2( x y  0 2  
3( x y  1 2  
4( x y y   1 2 4IÄ  

به  23  y 0 و  y 0 دو حالت در  را  معادلات  از  اول: هر یک  روش   2
صورت ساده تر نوشته و نمودار آن را رسم می کنیم:

1( | | :y x y
y y x y x
y y x y

y x y x
 

     
   

   









0 0
0
2 2

2( | | :y x y
y y x y y x

y y x y y x 
     

     






2

0 2

0 2 3

3( | | :y x y
y y x y y x

y y x y x
 

     

     







0 2
0 0

4( | | :y x y

y y x y y x y x

y y x y

y x y x

 

       

   

     








2

0 2 2 2

0 2
3
2

2
3









همان طور که می بینید تنها در گزینۀ )2( هر خط موازی محور yها نمودار را 
کثر در یک نقطه قطع می کند.  حدا

روش دوم )مثال نقض(: برای هر یک از گزینه های )1(، )3( و )4( مثال نقض 

x )1می آوریم: y y y y       0 0 0| | [ , )  
3( x y y y y       0 0 0| | ( , ]  

4( x y y y y y y y y

y y y y y y
   

        

        
1 1 2

0 1 2 2 2 2

0 1 2 2 2 2
| | :

33










 

بررسی گزینه ها:  24  3
y )1 را بر حسب x به  دست می آوریم:

 xy
y
x

x y
xy

x y xy        2 2 2
2 2

2 2  

        x y xy x y y x2 2 22 0 0( )  
، به ازای هر x فقط یک y وجود دارد، پس تابع است. y x  در رابطۀ

آن ها  تک تک  که  است  صفر  زمانی  نامنفی  عبارت  دو  مجموع  می دانیم   )2
نقطۀ فقط   ( ) ( )x y   1 2 02 2 معادلۀ جواب  پس  باشند.  صفر  هم زمان 

) می باشد که تابع است. , )1 2
xy را حل می کنیم: x2 3( معادلۀ

 xy x x y x      2 0 2 0 0( ) y یا  2  
x یک خط عمودی است، پس این رابطه، تابع نیست.  0 خط

y )4 را بر حسب x به  دست می آوریم:

 y x x y x x y x x3 3 3 3 332 1 2 1 2 1             
در این رابطه نیز به ازای هر x فقط یک y وجود دارد، پس تابع است.

عبارت را به صورت مربع کامل می نویسیم: 25  3

 2 4 6 0 2 2 6 02 2 2 2x y x y k x x y y k          ( ) ( )  

             2 1 1 3 9 0 2 1 3 112 2 2 2(( ) ) ( ) ( ) ( )x y k x y k  

11 باشد، به ازای مقادیری از x دو جواب برای y به  دست می آید،  0 k گر ا
پس تابع نیست.
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11 باشد، معادله جواب ندارد و در نتیجه تابع تهی می باشد. 0 k گر ا
) می باشد که تابعی  , )1 3 11 باشد، تنها جواب معادله، زوج مرتب 0 k گر ا

k می شود. 11ناتهی است، پس
می دانیم با مثال نقض می توان تابع نبودن یک رابطه را اثبات کرد.  26  2

بنابراین داریم:

1( x y y y y y y          0 3 0 3 0 0 33 2 2( ) IÄ تابع نیست.  

3( x y y y y           1 1 1 1 1 0 2| | IÄ تابع نیست.  

4( x y y y        1 1 1 2 22 2 تابع نیست.   

در نتیجه، رابطۀ گزینۀ )2( تابع می باشد.
چون فهمیدیم گزینه های )1(، )3( و )4( تابع نیستند، دیگه نیازی به اثبات تابع بودن 
ع معادلات نداشته.  گزینۀ )2( نیست. کتاب درسی هم اشاره ای به تابع بودن این نو
روش های مختلفی برای بررسی این معادلات داریم که بهترینش استفاده از مشتقه که 

که در فصل مشتق می خونید.
27  2

f x x f( ) | x | ( ) | |       2 144 144 2 144  

     144 2 144 144 12  

f f f( ( )) ( )      144 12 12 2 12 36 6  

28  x جای به   f ( )2 محاسبۀ برای   f x x( ) x3 22 1   رابطۀ در   3
x عدد 2 را می گذاریم، پس: f به جای  ( )10 عدد 1 و برای محاسبۀ

x f
x f

f
    
    





    
1 2 2 1 1
2 10 8 1 7

2 10 1 7 8
( )
( )

( ) f ( )  

f به جای x عدد 4 را قرار  29 x f x f x( ) ( ) ( )   6 2 1 در رابطۀ  2
f می دهیم: f f( ) ( ) ( )4 6 2 3   

حال در رابطۀ قبل به جای x عدد 3 را قرار می دهیم:
 f f f( ) ( ) ( ) ( )3 6 1 2 6 1 2 8      

     f f f( ) ( ) ( ) ( )4 6 2 3 6 2 8 20  
با توجه به اتحاد مکعب دوجمله ای سعی می کنیم عبارات f و g را  30  1

به صورت ساده تری بنویسیم:

 

f x x x x f x x

f

( ) ( ) ( )

( ) ( )

      

        

 3 2 3

3 3 3

6 12 2 8

2 2 2 2 2 8 2 8

8 8

110

9 27 3 27

7 3 7 3 3

27 273 2 3

3 3 3

g x x x x g x x

g

( ) ( ) ( )

( ) ( )

      

     

 

227 7 27 20   















 

  


   g

f

( )

( )

7 3
2 2

20
10 2

3

3  

31  g x x x x( ) ( )    2 22 1 1 و  f x x( ) | | توابع به  توجه  با   1
داریم:

 g( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 2 4 4 2 2 6 4 22 2            

        f g f( ( )) ( ) | | | |1 2 6 4 2 6 4 2 6 16 2  

     
 

| |6 32 6 32 6 4 2
6 32 0

32 5� �/
 

f ( ) | | ( )1 2 1 2 1 2 2 1
1 2 0

2 1 4
      

 

 /
 

       g f g( ( )) ( ) ( )1 2 2 1 2 1 1 22  

           f g g f( ( )) ( ( )) ( )1 2 1 2 6 4 2 2 4 4 2 4 1 2  

f داریم: 32 x x x( ) ( ) 2 22 با توجه به تابع  1

 
f x x x x x

f x x x

( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )

( ) ( ) ( ( ))

1 1 2 1 1 1

1 1 2 1

2 2 2 2

2
       

     22 2 21 1  





 ( ) ( )x x
 

        f x f x f x f x( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 0  

33  x را تعیین کنیم. برای این منظور کافی است جای f ( )6 ابتدا باید  1

x3 هم 6 شود. بنابراین: 2 عددی قرار دهیم تا مقدار

 f x f x f fx( ) ( ) ( ) ( )3 22 6 5 4 6 6 10 4          

   2 6 6 6 3f f( ) ( )  
f به جای x عدد 1  ( )1 حال معادله را به صورت ساده تر نوشته و برای محاسبۀ

را قرار می دهیم:

 f x x f x x fx( ) ( ) ( )3 3 12 3 5 4 2 5 7 1 2             

f داریم: 34 x x( ) | |  2 2 با توجه به تابع  3

f f x x( ( )) f ( | x |) | ( | x |) | | | ||           2 2 2 2 2 2 2 2  

   2 2| x | ( )f x  
f دو بار از تغییر متغیر استفاده می کنیم: 35 x( )1 برای محاسبۀ  4

x t x t f t t          3 3 3 4 3 52( ) (t ) ( )  

t x f x x          1 1 1 3 4 1 3 52( ) ( x ) ( )  

             ( ) ( )4 4 4 5 8 16 16 4 5 4 52 2 2x x x x x x x  

f قرار می دهیم: 36 x( ) xf را به دست آورده و برابر x( )
1 عبارت  1

 xf x x x

x

x x

x

x
x
x
x

x
x

x
( )

| |

| |

(| |)

| |

| |
| |
| |

| |
1

1

1 1

1

1 1 1 1
0







 


 

 f x xf
x

x
x

x
x

x x x( ) ( ) | |
| | | |

| | 




   1

1 1 0  
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)g است، بنابراین: 37 )6 5 ، g با توجه به تابع  4

 g f a f a a ag( ( )) ( )( )      5 6 66 5  
، معادله را حل می کنیم: a t با تغییر متغیر

 t t t t
t a
t a a

2 6 0 3 2 0
3 3
2 2 4

       
  

    






( )( )

(¡ï¡ïù)

 

2 را قرار می دهیم: 38 در معادلۀ داده شده به جای x اعداد 2 و  1

 f x xf x x
x f f
x f f

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

    
    
     





2 1
2 2 2 2 5
2 2 2 2 5

 

  
  

    




   ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )2 2 2 2 5
2 2 4 2 10

5 2 5
f f
f f

f fÍµ]  (( )2 1   

45 و یک بار 39 f به جای x یک بار xx
f x
x

( )
cos

( )
sin

  2در معادلۀ  3
45 را قرار می دهیم:

 





         

  

2
2

2
2

45 45
2
2

45
2
2

2 45 45 2

45

x f f f f

x



 

 



( ) ( ) ( ) ( )

ff f f f( ) ( ) ( ) ( ) 


    
















45
2
2

45
2
2

2 45 45 2
 

 

 

¢ÄoÿU    2 45 0 45 0f f( ) ( )   

x را بر حسب 40
x

2
2
4 a عبارت b a b ab2 2 2 2   ( ) به کمک اتحاد  4

x می نویسیم:
x

2 2

 f x x x
x

f x
x x

x
x

( ) ( ) ( )
2

2
2

2 2 22 4 2 2       

    f x
x

x
x

( ) ( )2 2 42  

 f t t f( ) ( )     2 4 4 16 4 12 x داریم:  x
t 2 با فرض

ابتدا عبارت را به صورت ساده تر می نویسیم: 41  3

 f x
x

x
x

x
x

x
x

( ) ( ) ( )2
2 2

2
2

21
4 1 4 1 2 1 2


           

    


 ( ) ( ) ( ) ( )x
x

x
x

f x
x

x
x

1 1
1

12 2 2
2

2 2  

، بنابراین داریم: f t
(t) ( ) 1 2 ، نتیجه می گیریم x

x
t2 1

 حال با فرض

 f x
f(x) ( ) ( ) f ( )       1 1
5

1
3 5 3 25 9 162 2 2  

مثلثاتی 42 اتحاد  کمک  به  آن گاه   1 2 tan x t کنیم فرض  گر  ا  3

1، عبارت را بر حسب t می نویسیم: 12
2 tan

cos
x

x
 1 1 12

2
2    tan x

x
t x

tcos
cos  

f x x
x

f t t

t

t
t
t
t

t
t

t
( tan ) cos

cos
( )1 3

1 2

1 3

1 2

1 3

2
1 32 2

2
0

  


 










2
 

  

 f ( )3 1 9

3 2 8  

cosx تقسیم می کنیم: 43  0 صورت و مخرج کسر را بر  1

 f x
x
x

x
x

x
x

x
x

f x(tan )
sin
cos

cos
cos

sin
cos

cos
cos

(tan ) tan



 

3

2 3
3 xx

x


1

2 3tan
 

tan ( ) ( )
( )

x f   


 2 2 3 2 1
2 2 3

5
1 5  

1 قرار می دهیم و دستگاه  44
x ، x 2 به جای 1 3f x

x
x( ) f ( )  در رابطۀ  1

را حل می کنیم:
  

 










 



2 2 1 3

2 1 3

4 2 1 6

2 1

f x f
x

x

f
x

f x
x

f x f
x

x

f
x

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ff x
x

( )
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Íµ]          3 6 3 2 1f x
x

f x
x

( ) x ( ) x ( )  

x قرار می دهیم و دستگاه  ، x 3 به جای 4 2 1g x g x x( ) ( )    در رابطۀ
را حل می کنیم:


 

   

    





3
4

3 4 2 1
3 4 2 1( )
( ) ( )

( ) ( )

g x g x x

g x g x x
 


   

    





9 12 6 3
12 16 8 4
g x g x x

g x g x x

( ) ( )

( ) ( )
 

Íµ]          7 14 1 2 1
7g x x g x x( ) ( ) (**)  

( ),( ) ( )(x) ( )( )            f g
x

f g1 1
7 7 1

7
1
7 0  

45  g x f x( ) ( ) 3 نمودار داده شده،  نمودار  کنیم  فرض  گر  ا  2
زیرا آوریم.  دست  به  را   g( )5 است کافی   f ( )2 محاسبۀ برای  آن گاه  باشد، 

)g است، بنابراین داریم: )5 4 . با توجه به نمودار g f f( ) ( ) ( )5 5 3 2  

 g f f f f f( ) ( ) ( ) ( )5 4 2 4 1
2 2 1

2 4 2         ( ) ( )  

f داریم: ( )2 هم چنین برای محاسبۀ

 g x f x g f

g

x( ) ( ) ( ) ( )

: ( )

     



3 1 2
1 2

1

½k{½jHj nHj¼µº ¾M ¾]¼U IM






  f ( )2 2  

با توجه به شرط هر ضابطه، مقادیر خواسته شده را به دست می آوریم: 46  4

f f f f

f f f

( ) ( ( )) ( ) ( )

( ) ( ) ( ( )

5 5 5 4 5 3 2 5 2 2 2 3 7
1 2 1 3 5 1
          

    )) ( )      





 f 5 5 5 4 5 3 2
 

    f f f f( ( )) ( ( ))5 1 7 2 9  
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چون طبق صورت سؤال رابطۀ داده شده تابع است، پس باید به ازای 47  2
x مقدار دو ضابطه با هم برابر باشد. بنابراین: a

 
x a a a

x a

x a

x a

3 2 3 23 3

1 3 1 3

 

 









  

             a a a a a a a a3 2 3 2 33 1 3 3 3 1 0 1 0 1( )  
f را به دست  x( ) 0 a بازنویسی کرده و ریشه های معادلۀ 1حال تابع را با

می آوریم:
 f x x x

x x
( )  

 







3 3 1
1 3 1

 

f x
x x x

x x

( )



 

       

   

0
3 3 3 3 1

1
3 1

3 0 3 3

1 3 0 1
3

3
Ï¼L¤ ®MI¤
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x دارد. 13 x و 33 f دو ریشۀ x( )0 پس معادلۀ
ک  48 روش اول: می دانیم در توابع چندضابطه ای یا دامنۀ ضوابط اشترا  3

ک داشته باشند به ازای دامنۀ مشترک، مقدارشان برابر است.  گر اشترا ندارند و یا ا
حال هر یک از گزینه ها را بررسی می کنیم:

مقدار  x  0 فرض با  می باشد،  مشترک   x  0 در ضابطه  دو  دامنۀ   )1
ازای به  و صفر می شود. حال چون  برابر1  ترتیب  به   y x  و  y x | |1

x دو مقدار برای y پیدا شد، پس این رابطه تابع نیست.  0

 ، x  12 ) مشترک هستند. به ازای عددی مانند , )0 1 2( دامنۀ دو ضابطه در بازۀ

14 برای y به دست می آید، پس این رابطه تابع نیست. 74 و دو مقدار
x مشترک می باشد که به   0 3( هر یک از ضوابط تابع اند و دامنۀ دو ضابطه در

ازای آن، مقدار هر دو ضابطه برابر 1 می شود، پس این رابطه تابع است.

13 دو  ) مشترک هستند. به ازای عددی مانند , )0 1 4( دامنۀ دو ضابطه در بازۀ

23 به دست می آید، پس این رابطه تابع نیست. 13 و مقدار

روش دوم: نمودار هر یک از گزینه ها را رسم می کنیم:

گزینۀ )4(گزینۀ )3(گزینۀ )2(گزینۀ )1(
کثر در یک نقطه قطع  تنها نموداری که خطوط موازی محور عرض ها، آن را حدا

می کند، نمودار گزینۀ )3( است.
حاصل 49 پس  می باشد،  مثبت  همواره   f x( ) مقدار  ، x هر ازای  به   3

f باید از ضابطۀ  f x( ( )) f همواره منفی است و برای تشکیل عبارت x( )
fدوم استفاده کنیم: f x f f f x f( ( )) ( ( ( ))) ( )       

Âÿ¹¶



1 1 1 2 3  

f و در  50 ( )2 3 تابع f را به صورت چندضابطه ای می نویسیم. چون  4
f می باشد. از طرفی برای  x( ) 3 ] تابع ثابت است، پس در این بازه , ]0 2 بازۀ
) می گذرد، حال معادلۀ  , ) 5 2 ) و , )3 0 اعداد منفی، خطی است که از نقاط

این خط را به  دست می آوریم:
 m

y y
x x





  
  

 

2 1

2 1

2 0
5 3

2
2 1( )

( )  

y y m x x y x y x         1 1 0 1 3 3( ) ( )  
بنابراین داریم:

 f x
x x

x
x x

( )

 

 









2 2
3 0 2

3 0
 

      f f f f( ) ; ( ) ; ( ) ; ( )1 2 1 3 3 9 3 0  
یعنی هر چهار مقدار صحیح است.

] و  51 , )2  y را در بازۀ x  | |3 2 ابتدا به کمک انتقال، نمودار  2

) رسم می کنیم. , ) 2 y را در بازۀ ax  12 سپس خط

y منفی یا صفر باشد، برد تابع  ax  12 گر شیب خط توجه داشته باشید که ا

 y a 2 1
2 x برابر 2 y به ازای ax  12  بشود. مقدار تابع  نمی تواند

 [ , )2  y به صورت بازۀ x  | |3 2 است، چون با توجه به شکل، برد تابع

f تمام مقادیر اعداد حقیقی را  x( ) 2 باشد تا برد 1
2 2a  می باشد، پس باید

 شود. بنابراین: پوشش دهد و برابر

   2 1
2 2 2 3

2
3
4a a a       

ابتدا با استفاده از اتحاد مکعب دوجمله ای، ضابطۀ دوم را به صورت  52  1
ساده تر می نویسیم:

 x x x x x x x6 4 2 6 4 2 2 33 3 3 3 1 1 1 1         ( ) ( )  

5 گنگ است، پس برای محاسبۀ مقدار آن از ضابطۀ دوم استفاده  13  چون عدد
f می کنیم: ( ) (( ) ) ( )5 1 5 1 1 1 5 1 1 13 3 2 3 3 3        

ª¹¬

���  

    ( )5 1 5 1 43 3  

     f f f( ( )) ( ( ))5 1 4 2 4 1 33

IÄ¼¬

Ï»H â¾õMIò



 

f درون پرانتز به ازای 53 x( ) f به جای f x( ( )) برای تعیین ضابطۀ  3

 را قرار می دهیم: 12 ، x  0  و به ازای 2 ، x  0

 f f x
f x

f x
f f x

x

x
( ( ))

( )

( )
( ( ))

 

 






 

 

 









2 0
1
2 0

1
2 0

1
2 0

 

 f f x( ( )) 1
2  
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 12 ، xدرون پرانتز به ازای g x( g به جای( g x( ( )) برای تعیین ضابطۀ

32 را قرار می دهیم: ، xو به ازای

 g g x
g x

g x
g g x

x

x
( ( )) ( ( ))













 












( )

( )

1
2
3
2

3
2
3
2









 

      g g x f f x g g x( ( )) ( ( )) ( ( ))3
2

1
2

3
2 1  

y می باشد. 1پس نمودار تابع، خط افقی
های  54 x ) و به ازای )x f به ازای xهای گویا برابر خودش x( ) تابع   3

، 9 ، 4 ، 1 ، 10 عدد گویای 100 1 تا  گنگ برابر 1 است. می دانیم از
100 وجود دارد که حاصل تابع به ازای آن ها برابر خودشان، یعنی   ، 81 ، ...
، 90 عدد گنگ وجود  100 1 تا 1، 2، 3، ... ، 9 و 10 می شود. هم چنین از

دارد که حاصل تابع به ازای آن ها برابر 1 می شود. بنابراین داریم:

 f f f( ) ( ) ... ( ) ( ... ) ( )1 2 100 1 2 3 9 10 90 1            

     10 11
2 90 55 90 145  

1 از دنبالۀ حسابی رو که هنوز یادت نرفته! 2 1
2    ... ( )n n n رابطۀ

55  y x 2 به کمک انتقال، نمودارهای  3
y را رسم می کنیم: x 2 و

] می باشد. پس خط , ] ( , )0 2 2  با توجه به نمودار، برد تابع به صورت
2 باشد، نمودار را قطع نمی کند. با فرض  2 k گر k منفی یا ، ا y k

، هر یک از گزینه ها را بررسی می کنیم: 5 2 2 / 2 و 1 4 /

2( 2 1 1 4 1 0 4   / /1( 2 1 1 4 1 2 4   / /

4( 5 1 2 2 1 1 2   / /3( 4 5 4 2 2 1 8   / /

y نمودار را قطع نمی کند.  4 5 2 است، پس خط 4 5 2   چون

همواره  56  ،� � { |k }k
2 دامنۀ با   f x x(x) tan cot تابع  4

برابر یک می باشد، پس تابع ثابت است.
] است که در این بازه  , )0  ، دامنه به صورت بازۀ g x(x) | x |  در تابع

همواره برابر صفر می باشد، بنابراین تابع ثابت است.
s(x)0 و تابع ثابت  ، پـس 0 1  x [x] ، چون s(x) [x [x]]  در تابـع

می باشد.

�، همواره برابر یک می باشد، پس  � {k |k } t با دامنۀ x
x

(x) sin
sin

 تابع

تابع ثابت است.
و 57  f x( x )3 1 3 1   پس است،  همانی  تابع   f (x) تابع چون   3

y2 را می یابیم. y1 و f می باشد. حال نقطۀ تلاقی ( x) x2 2 2 2  

3 1 2 2 5 3 3
5

4
5x x x x y          ) می باشد. , )3

5
4
5 نقطۀ تلاقی

y را رسم  58 x 1و y x x   | | | |1 2 هر یک از نمودارهای  4
به هم  را   ( , ) ( , )1 1 2 1  » نقاط شکستگی  آبشاری،  تابع  برای رسم  می کنیم. 

وصل کرده و از دو سر پاره خط به  دست آمده، دو نیم خط 
 ، y x 1 افقی می کشیم. هم چنین برای رسم نمودار
به سمت  را یک واحد   y x تابع نمودار  کافی است 

چپ انتقال بدهیم:
 x 2 با توجه به شکل، دو تابع نقطۀ مشترک ندارند. پس معادله جواب ندارد )به ازای
3 می شود. پس نمودار تابع آبشاری را قطع نمی کند(. 1 x1 برابر مقدار

در یک تابع کسری، ریشه های مخرج در دامنۀ تابع قرار نمی گیرند.  59  4
در این جا کسری داریم که در صورت و مخرج آن نیز یک کسر دیگر وجود دارد. 

پس ریشه های مخرج هر یک از کسرها را به  دست می آوریم:

 x x x x       1 0 1 1 0 12,  
x

x
x

x
x x x2 2
2

1
1 0

1
1 1 0 1 5

2
  


           

بنابراین دامنۀ تابع f شامل 4 عدد حقیقی نمی باشد.
چون مخرج کسر، یک عبارت درجه دوم است، فقط در حالتی دامنۀ  60  4

) یا ضریبی از آن  )x  12
 درمی آید که مخرج به شکل2 { }12 تابع به صورت

x2 در مخرج، یک است داریم: باشد. بنابراین با توجه به این که ضریب

 ( ) ( )x x x x m x n       1
2

1
4 32 2 2  


   








 

m m

n
mn

3 1 4
1
4

1  

نداشته  61  است که مخرج ریشه  برابر گویا  تابع  زمانی دامنۀ یک   3
باشد. پس باید دلتای مخرج منفی باشد:

 2 2 2 0 2 4 2 2 02 2x m x m        ( ) ( ) ( )( )  

           ( )m m m2 8 8 2 8 8 2 8 22  

     2 2 2 2 2 2m  
   4 8 0 8/ /m صورت به  آمده  دست  به   محدودۀ   ، 2 1 4 / فرض با 

درمی آید که شامل 5 عدد صحیح است.

y دو رادیکال وجود دارد که عبارت زیر هر  62 x  3 1 4 در  1
یک از رادیکال ها باید مثبت یا صفر باشد. بنابراین:

 
1 4 0 1

4
3 1 4 0 1 4 3 1 4 9 2

   

           








x x

x x x x2 ·H¼U ¾M  

 

¥HoT{H    2 1
4x  

] می باشد که شامل 3 عدد صحیح است. , ]2 1
4 پس دامنۀ تابع، بازۀ
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x همواره  63 x2 2 24( )  باشد. از آن جایی که  x x2 2 24 0( ) باید  3
 است و در نتیجه برای تعریف شدن رادیکال   x x2 2 24 0( ) نامنفی است، پس

باید عبارت زیر رادیکال صفر باشد:
     x x x2 2 24 0 0 2( ) ,  

بنابراین دامنۀ تابع، سه عضو دارد.
روش اول: باید هر یک از عبارت های زیر رادیکال، بزرگ تر یا مساوی  64  1

صفر باشد:

 
x
x

x x

x
x

x




    

     

 1
3 0 1 3

2 0 0 2

S¶°ø ¸ÃÃ÷U

S¶°ø ¸ÃÃ÷U

IÄ







   ¥ HoT{H  0 1x  

، x 1را امتحان می کنیم. به ازای x 2 x و 1روش دوم )عددگذاری(: دو عدد 

عبارت های زیر هر دو رادیکال، بزرگ تر یا مساوی صفر می شوند. پس گزینۀ )4( 

x منفی می شود. پس در دامنه 
x


1
3 ، عبارت x 2 رد می شود. هم چنین به ازای

قرار ندارد و گزینه های )2( و )3( نیز رد می شوند. بنابراین گزینۀ )1( صحیح است.
65  3  می شود که اعداد  { , }3 1 درصورتی دامنۀ تابع به صورت  1

2 باشند. چون این  02
2x a x b  (log ) و 1 ریشه های مخرج کسر، یعنی

معادله، درجۀ دوم است، با استفاده از جمع )S( و ضرب )P( دو ریشه داریم: 

S b
a

a

a a a

P c
a

      




      

  

 



3 1 2 4

4 2 16

3

2

2 2
4

log

log log

   














    

1 2 6

6
16

3
8

b b

b
a

 

زمانی عبارت داده شده حقیقی )تعریف شده( می شود که x در دامنۀ  66  4
تابع قرار بگیرد. می دانیم رادیکال با فرجۀ 3 روی دامنه تأثیری نمی گذارد. اما 

عبارت زیر رادیکال با فرجۀ زوج باید نامنفی باشد. بنابراین داریم:

2 9
2 0 2 9

22 2x x
     

x داریم:  0 x2 است، با شرط 0 با توجه به این که همواره

9 4 4
9

2
3

2
3 02 2 0

x x x x
x

      


'''''" ,  

] می باشد. , ) ( , ] 23 0 0 2
3 پس دامنۀ تابع به صورت

صفر  67 مساوی  یا  بزرگ تر  همواره   ax x a2  عبارت این که  برای   3
a باشد. بنابراین:  0  و  0 گردد، باید

         0 1 4 0 1
4

1
2

2 2a a a a یا aa    1
2

1
2

0  

) و  68 , ) ( , )  2 1 تابع داده شده به صورت روش اول: دامنۀ   4
 ، ( , ] [ , )  2 1  ، ( , ) ( , )  2 1  دامنۀ هر یک از گزینه ها به ترتیب

) می باشند، پس گزینۀ )4( صحیح است. , ) [ , )  2 1 ] و , )1 

باید داده شده  تابع  در  گفت  می توان  توابع  دامنۀ  تعیین  بدون  دوم:  روش 

جواب  مجموعه  با  نامعادله  این  جواب  مجموعه  می دانیم  و  باشد   x
x



12 0

x اختلاف دارند. پس گزینۀ )4( را   2 ) فقط در )( )x x  1 2 0 نامعادلۀ
x را )به خاطر عبارت کسری آن( نیز داشته باشد.  2 انتخاب می کنیم تا شرط

x باشد. پس داریم: 69 x6 4 0  | | باید  4

 
x x x x x x

x x x x x

x            

       

0 6 4 0 5
6 4 4 8 0 4 8

0 6 4 0 7
6 4

0/ /

      







 24

7
24
7 00x x

 

ÌIµT]H       24
7 4 8 24

7 4 8x Df/ /[ ],  

بنابراین دامنۀ تابع شامل 8 عدد صحیح می باشد.
f را تشکیل داده و دامنۀ آن را تعیین می کنیم: 70 x( ) روش اول: تابع  3

 f x x x f x x xa a( ) | | ( ) | || | | |            2 2  
| برقرار باشد. این نامعادله را در دو حالت زیر حل می کنیم: |x x  2 0 باید شرط

x x x

x x x x x xx

     

           








2 2 0 2 0

2 2 0 2 2 1 12
: ( )

:

¡ï¡ïù

  
ÌIµT]H x 1  

و  x  0 ازای به  تابع   ، f x x x( ) | |   2 در )عددگذاری(:  دوم  روش 
x تعریف می شود. پس در بین گزینه ها فقط گزینۀ )3( می تواند درست باشد.  2

|| برقرار باشد. بنابراین: 71 | |x    1 3 2 0 باید شرط  2
|| | |x  1 3 2  



      
   

    







 

| | | |x x
x x

x x
1 3 2 1 5

1 5 6

1 5 4
IÄ

ÌIµT]H  (( , ] [ , )

| | | |

  

             












 4 6

1 3 2 1 1 1 1 1 0 2



x x x x

IÄ




 

ÌIµT]H       Dy ( , ] [ , ] [ , )4 0 2 6   
، 3 ، 4 و 5 در دامنۀ تابع وجود ندارند. 1  ، 2  ، 3 بنابراین شش عدد

 دارند  72 هر چهار گزینه، توابع کسری هستند و در صورتی دامنه ای برابر  3
که مخرج کسر، ریشه نداشته باشد. پس ریشۀ مخرج هر یک را بررسی می کنیم:

1( g x x x x D( ) , { , }          0 2 0 0 2 0 22
  

2( f x g x x x( ) ( )        0 3 1 0 02  دو ریشه دارد.  
  نمی باشد. دامنه  برابر  

3( g x f x x x D( ) ( )         0 1 0 02    

4( g x x x x x( ) ( )          1 0 2 1 0 1 0 12 2  

   D  { }1  
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از  73 استفاده  با  پس  باشد.  نامنفی   xf x( ) عبارت باید  اول:  روش   4
xf را رسم می کنیم: x( ) نمودار تابع f، جدول تعیین علامت

 
] می باشد. , ] [ , ]3 0 1 2 y برابر xf x ( ) بنابراین دامنۀ تابع

f در ناحیۀ اول یا  x( ) xf زمانی برقرار است که نمودار x( ) 0 روش دوم: شرط

ناحیۀ سوم باشد. زیرا:
xf x

x f x
x f x

( )
, ( )
, ( )

 
  
  





0
0 0

0 0
Ï»H â¾ÃeIº

³¼w â¾ÃeIº

 

x باشد،   0 گر ] نامنفی است و ا , ]1 2 f در بازۀ x( ) x باشد، نمودار  0 گر ا
نامثبت   [ , ]3 0 بازۀ در   f x( ) نمودار
صورت به  جواب  مجموعه  پس  است. 

] به دست می آید. , ] [ , ]3 0 1 2

74  ( , )2  ) و , ) 3 1 f در بازه های x( با توجه به نمودار، علامت(  4
) منفی است. بنابراین: , )1 2 و ( , ) 3 مثبت و در بازه های

 
( ) ( ) ( , )x f x x     1 0 3 2  

البته1 نیز جزء دامنه محسوب می شود، ولی احتمالاً منظور طراح محترم از 
تابع غیرنقطه ای حذف1 از دامنه بوده است.

صورت 75 به   y f xg x log ( )( ) تابع دامنۀ  اول:  روش   1

Dy به دست می آید. در این تابع مبنا  f x   {x |g(x) , g(x) , }( )0 1 0

همواره مثبت و مخالف یک است. پس فقط کافی است نامعادلۀ زیر را حل کنیم:

1
6

0 6 0 6 02
 

         


| x | | x |
| | | |

| |
x x t t

x t
 

            t t t t t2 6 0 3 2 0 2 3( )( )
S¶°ø ¸ÃÃ÷U

 

  2 3| |x  
| همواره برقرار  |x  2 | همواره نامنفی است، پس نامساوی |x عبارت

می باشد. بنابراین داریم:
| | | x | x D ( , )x f        3 9 9 9 9 9  

x تعریف می شود، زیرا:  4 روش دوم )عددگذاری(: تابع به ازای

f ( ) log
| | | |

log 
   

4 1
6 4 4

1
46 6  ً

بنابراین در بین گزینه ها فقط گزینۀ )1( می تواند درست باشد.

بنابراین 76 است،  نامنفی  همواره   x2 1 عبارت اول:  روش   1

شرط دو  است  کافی  فقط  پس  نمی شود،  صفر  برابر  هیچ گاه   x2 1 1 

x2 برقرار باشد: 1 0  x و x2 2 0  

x x x x2 2 0 2 1 0 1 2 1          (x )(x ) ( )
S¶°ø ¸ÃÃ÷U

IÄ  

x x x x2 21 0 1 1 1 2       IÄ ( )  
 ( , ) ( , )  1 2 ک محدوده های )1( و )2(، دامنۀ تابع به صورت از اشترا

حاصل می شود.
x عبارت جلوی لگاریتم منفی   3

2
x و  0 روش دوم )عددگذاری(: به ازای

می شود. پس این دو عدد نباید در دامنۀ تابع قرار بگیرند. تنها گزینه ای که این 
شرایط را دارد گزینۀ )1( می باشد.

| برقرار باشد: 77 x | x2 2 0   روش اول: باید شرط  4

| x | x x2 2 22 2 2       x x xIÄ  

x x x x

x x

x

2 2

2

2 2 0 2 1 0

1 2 1

         

   



(x )(x )

( )
S¶°ø ¸ÃÃ÷U

IÄ

22 2 0 1 2 0

2 1 2

2         

    











 x x x

x

(x )(x )

( )
S¶°ø ¸ÃÃ÷U




 

 ( , ) ( , ) 1 2 از اجتماع محدوده های )1( و )2(، دامنۀ تابع به صورت
حاصل می شود.

x عبارت جلوی لگاریتم صفر می شود، پس   2 روش دوم )عددگذاری(: به ازای

در دامنه قرار نمی گیرد و در نتیجه گزینه های )2( و )3( رد می شوند. هم چنین 
به  متعلق   x  0 برابر 2 می شود، چون لگاریتم  عبارت جلوی   x  0 ازای به 
دامنه است، پس گزینۀ )1( نیز رد می شود و در نتیجه گزینۀ )4( صحیح است.

 برقرار باشد. بنابراین: 78    x x
3 2 3 2 x و0

3 2 0  باید دو شرط  4

 

x x x

x x x x

x

3 2 0 3 2 6

3 2 3 2 0 3 2 3 2

3

     

        

  2 ·H¼U ¾M  ( 22 3 2 1 3 2 3 1 32) ( )        















x x x x

 

¥HoT{H      6 3x  
] است که شامل چهار عدد صحیح می باشد. , ] 6 3 پس دامنۀ تابع، بازۀ

x برقرار باشد. برای حل  79 x   2 2 05 x و  2 باید دو شرط0  2
نامعادلۀ رادیکالی داریم:

x x x x     2 2 2 25 10 2 5
''''''''"

 ·H¼U ¾M

( ) ( )  

         ( ) ( ) ( ) ( ( ) )x x x x2 2 0 2 1 2 02 5 2 3  

''''''''''"
( )

( ) ( )
x

x
x x x x

 


          

2 0

2
3 3

2
1 2 0 2 1 2 1 3  
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) می باشد  , )2 3 2 باشد، پس دامنۀ تابع، بازۀ 3 x با توجه به شرط اول باید
2 است. 6 2 4     و در نتیجه

0 باشه. پس در این جا می تونیم بگیم 1 a a میشه که a5  به طور کلی، زمانی
.2 3 x 0 و در نتیجه 2 1  x

ابتدا  80 باشد.  برقرار   16 02 x و  x f x
x




( )

16
02 شرط دو  باید   1

ریشه های صورت و مخرج کسر را مشخص می کنیم:

x f x f x x x x x         ( ) ( ) , ;0 2 3 16 0 42  

y و  f x ( ) y بالاتر از نمودار x  ) نمودار , )2 3 با توجه به شکل، در بازۀ

y است. پس  x  y بالاتر یا روی نمودار f x ( ) در بیرون این بازه، نمودار

این  بیرون  در  و  منفی   ( , )2 3 بازۀ در   x f x f x x   ( ) ( ) ( ) علامت 

 P x f x
x

 



( )
16 2 عبارت برای  را  تعیین علامت  است. حال جدول  نامنفی  بازه 

رسم می کنیم: 

 
) می شود. , ] [ , ) 4 2 3 4 با توجه به جدول تعیین علامت، دامنۀ تابع به صورت

) برقرار باشد.  81 ) ( )4 0 x f x x و f x
x f x



( )
( ) ( )4 باید دو شرط0  3

ابتدا ریشه های صورت و مخرج کسر را مشخص می کنیم:

 x f x x f x x     ( ) ( ) ,0 2 5  
 ( ) ( )4 0 4 0 4      x f x x x  
f یا x x( )  0 1  

و   y x از خط بالاتر   y f x ( ) نمودار  ( , )2 5 بازۀ در  شکل،  به  توجه  با 
پس  است.   y f x ( ) روی یا  بالاتر   y x نمودار خط بازه،  این  بیرون  در 
نامنفی  بازه  این  بیرون  در  و  منفی   ( , )2 5 بازۀ در   x f x ( عبارت( علامت 
 f x( علامت(  x 1در و  مثبت   f x( علامت(  ، x 1در هم چنین  است. 

 P x f x
x f x

 

( )

( ) ( )4 عبارت برای  را  علامت  تعیین  جدول  حال  است.   منفی 

رسم می کنیم:

 
) می شود. , ] ( , ]1 2 4 5 با توجه به جدول تعیین علامت، دامنۀ تابع به صورت

82  ، g x( ) 0 P باشد، می دانیم ریشۀ معادلۀ f x g x
x f x




( ). ( )
( ( ))2 2

0 باید  2

ریشۀ تعیین  برای  است.   x 1برابر  ، f x( ) 0 معادلۀ ریشۀ  و   x 4 برابر

y را رسم می کنیم: x 2
x ابتدا خط f x2 0 ( )

x f x x f

x x
2 0 2

2 6

   

  

( ) (x)

,
  
پس  است.   y x 2

نمودار از  بالاتر   y f x ( ) تابع نمودار   ( , )2 6 بازۀ در 

x منفی می باشد به همین ترتیب می توان گفت بیرون  f x2  ( ) علامت عبارت

x مثبت است. در نتیجه داریم:  f2  (x) این بازه علامت

 
] می باشد که شامل 4 عدد  , ) ( , ] { }1 2 6 8 4  تابع به صورت بنابراین دامنۀ 

صحیح است.
روش اول: 83  4

 5 1 4 0    | | | |x x | همواره مثبت است. پس فقط باید شرط |x 2 عبارت3
را بررسی کرد.

با توجه به ریشه های درون قدرمطلق، در سه حالت زیر نامعادله را حل می کنیم:

x x x x x x

x x x

x             

        

1 5 1 4 0 2 0 0 0 1

1 4 5 1 4 0 2 0

1:

: .SwwH Â¿ÄkM
1 4

4
1 4

4 5 1 4 0 2 10 5 4

 



   

             

x

x
x

x x x x x x: 55










 ( , )0 5 می شود. پس دامنۀ تابع، بازۀ ( , )0 5 اجتماع سه بازۀ به دست آمده، بازۀ
 می باشد.  2 5 است و در نتیجه

را   5 1 4 0    | | | |x x نامعادلۀ دوم:  روش 

| نوشته و با رسم  | | |x x   1 4 5 به صورت
y از روش هندسی  5 y و x x   | | | |1 4

مجموعه جواب را به  دست می آوریم:
x y x y

x x
x y x y

B

   

     

   

 

4 2 5 5

2 5 5 5
1 2 5 5

: ,

: ,

Â¤°U  

Â¤°U       












 2 5 5 0x xA

    ( , ) ( , )   0 5 2 5  
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نامنفی  84 همواره   y1چون  ، y x   1 3 14 معادلۀ در   2

3 1 0 1 3 1 81 824 4          x x x x است، پس داریم: 
] است.  , ]1 82 x باشد. پس دامنۀ تابع، بازۀ x   1 0 از طرفی باید1

x است که  85  12 روش اول: زمانی دامنۀ تابع فقط شامل یک عضو  3

باید مضربی  ، منفی شود. پس  12 از ازای هر عدد غیر  به  رادیکال  زیر  عبارت 

ax فقط یک ریشۀ مضاعف x c2 2  بنابراین عبارت باشد.    ( )x 1
2

2 از 

y ax x c  2 2 x دارد:   12


       

      

þøIñ¶ â¾zÄn Ï¼ö
b
a a

a

ac a
2

1
2

2
2

1
2 2

0 4 4 0 42 88 0 1
2c c  









 

     a c2 2 1 1  

که است       a x b x c2 از مضربی   ax bx c2  زمانی می دانیم  دوم:  روش 

 باشد، داریم: ( )x 1
2

2 ax مضربی از x c2 2  . پس برای آن که aa
b
b

c
c    

           

 


( ) ( )x x x x x a c1

2
1
4

1
4 1

2
1 1

4

2 2 2  




 






   

a

c
a c

2
1
2

2 1  

گر بخواهیم  86 y دامنۀ تابع، شامل عدد صفر نمی باشد. پس ا x
x1 در کسر  3

 y x
ax x a

2
3

2 2


 
f فقط شامل یک عدد نباشد، باید مخرج کسر  x( دامنۀ تابع(

ریشه نداشته باشد یا فقط ریشه ای برابر صفر داشته باشد. پس:
        0 4 4 0 1 1 12 2a a a aIÄ

.k{IM ¾T{Hj oÿÅ oMHoM ÁHï¾zÄn õ£ÎÎ

IÄ IÄ

 






   

a
a a a

0
1 1 0  

a اعداد صحیح1 را شامل نمی شود. بنابراین

x را بررسی می کنیم: 87 x3 0  ابتدا شرط  1

 x x x x xx3 2 1 00 1 0 0
2

        ( )  
] می شود که یکی از دو حالت زیر برقرار باشد: , )0  بنابراین زمانی دامنۀ تابع، بازۀ

حالت اول: عبارت مخرج کسر، ریشه نداشته باشد:

          0 4 0 4 2 22 2a a a  
گر ریشۀ مثبت یا صفر داشته  حالت دوم: مخرج، ریشۀ منفی داشته باشد. )زیرا ا

 P  0 S و 0 ،  0 ] کم شود(. پس باید سه شرط , )0  باشد، باید از بازۀ
برقرار باشد:

   0 2a a یا S a a     2 0 0 0;   
P   0 1 0 همواره برقرار است.  

a باشد. 2 با توجه به محدوده های به  دست آمده در حالت دوم، باید
a حاصل می شود.  2 از اجتماع حالت اول و دوم، مجموعه جواب به صورت

88  x D ب( برای هر  Df g الف( برابرند که:   g f و  تابع  زمانی دو   1
از  این تعریف، هر یک  با توجه به  باشد.   f x g x( ) ( ) این دامنۀ یکسان از 

گزینه ها را بررسی می  کنیم:
و  f x x( ) 2 توابع دامنۀ  پس  است،   x2 0 همواره می دانیم   )1

ویژگی های  به  توجه  با  کلی  طور  به  و  هستند    برابر دو  هر   g x x( ) | |

x می باشد، بنابراین دو تابع با هم برابرند. x2  | | قدرمطلق 
 g x x( ) | | ] و دامنۀ تابع , )0  f برابر بازۀ x x( ) ( ) 2 2( دامنۀ تابع

 است، پس این دو تابع برابر نیستند. برابر

 است،  g برابر x( )1و دامنۀ تابع  { }0 f برابر x x
x

( ) 3( دامنۀ تابع

پس این دو تابع برابر نیستند.

بازۀ  g x x
x

( ) تابع دامنۀ  و    { }0 برابر  f x x
x

( ) | |
| |

 تابع دامنۀ   )4

) است، پس این دو تابع نیز برابر نیستند. , )0 
بررسی گزینه ها: 89  2

1( دامنۀ دو تابع برابر نیست، زیرا:

 f x x
x

x
x

Df( ) : ( , ] ( , ) 




     2

2
2
2 0 2 2  

 g x x
x

x x x x( ) : , , 


      2
2

2 0 2 0 2 2  

  Dg ( , )2  
D و داریم: Df g  ( , ]0 2( این دو تابع برابرند، زیرا

 g x x x x x x( ) ( ) | |     3 2  
x

x x x x


    
0
( )  

، پس این دوتابع برابر نیستند. g( )3 6 f و ( )3 5 3( چون
4( دامنه و ضابطۀ دو تابع برابر نیست:

 D Dg f    � ∪, ( , ] [ , )2 2  
بررسی گزینه ها: 90  4

 1(D Df g f g      ( , ),D { } D0 0  دو تابع مساوی نیستند.

 2(D Df g f g      { },D D0 دو تابع مساوی نیستند.  

 3(D Df g f g     [ , ),D D0  دو تابع مساوی نیستند.  

 4(Df g  D { } 0 f و x g x
x
x

( ) ( ) 


 





1 0
1 0

دو تابع مساوی اند.

بررسی گزینه ها:  91  3
می باشـــد   برابـــر تابـــع  دو  دامنـــۀ  زیـــرا  برابرنـــد،  تابـــع  دو   )1

) و داریـم: x )1 0 1 1 02 2     » x

 g x x
x

x x
x

x f x( ) ( ) ( )
 

  

 
   

2

2

2 2

2
2

1 1
1 1
1 1

1 1  
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|) و داریم: | )x  1 0  می باشد 2( دوتابع برابرند، زیرا دامنۀ دو تابع برابر

 f x
x

x
x

x x
x

x g(x)
| |

(| |)
| |

(| | )(| | )
(| | )

| | 

 




 


  
2 21

1
1

1
1 1

1
1 (( )x  

g نمی باشد، درصورتی که در دامنۀ تابع f قرار دارد، پس  x در دامنۀ تابع  0 )3
این دو تابع برابر نیستند.

f x x x x x x x( ) : ( )      4 2 4 2 2 20 1 0  

    Df ( , ] { } [ , )1 0 1   

 g x x x x x x x( ) | | ;        2 2 21 1 0 1 1 1IÄ  

    Dg ( , ] [ , )1 1  

برای درک بهتر می توانید جدول تعیین علامت بکشید.
D و داریم: Df g   { }0 4( دو تابع برابرند، زیرا

 f x
x

x
x

x
x

g x( ) ( )   1
23

3

3

3
  

را  92 گزینه ها  از  یک  هر  است. حال    برابر  y x 2 تابع1 دامنۀ   3
بررسی می کنیم:

y x x x     4 1 2 1 2 12 | |  است، اما داریم:  1( دامنۀ این تابع

 است، پس نمی تواند با تابع داده شده برابر باشد.  { }12 2( دامنۀ این تابع

 است و داریم: 2، پس دامنۀ این تابع برابر 1 02x   3( چون

 y x x x
x

x x x
x

   


   



4 2 2 1
2 1

4 2 2 1
2 1

3 2

2

3 2

2
( )  

   




 


 2 2 1 2 1

2 1
2 1 2 1

2 1
2 1

2 2

2

2

2
x x x

x

x x

x
x( ) ( ) ( )( )

 

 است، اما داریم: 4( دامنۀ این تابع

 y x x x x x        4 4 1 2 1 2 1 2 12 2( ) | |  
بررسی گزینه ها:  93  3

 می باشد و همواره داریم: 1( دو تابع برابرند، زیرا دامنۀ هر دو برابر

sin cos2 2 1x x   
 می باشد و همواره داریم: 2( دو تابع برابرند، زیرا دامنۀ هر دو برابر

 

f x x x x x

x x x

( ) sin cos cos cos

cos ( cos ) cos sin

    

    

2 4 2 4

2 2 2
1

1 1 1 22

2 4 2 4

2 2 2
1

1 1 1

x

g x x sin x x x

x x x

( ) cos sin sin

sin ( sin ) sin

    

     ccos

( ) ( )

2 x

f x g x














   

، پس دامنۀ دو تابع  (tan sin
cos

)x x
x

 cosx باشد  0 3( در هر دو تابع باید
برابر است. اما داریم:

 f x x
x x x

( ) tan
cos |cos | cos

    1 1 1 12
2  

   1 1sin x زیرا همواره ندارد،  2 ریشه  3 0sin x   4( می دانیم معادلۀ

32 شود. بنابراین دامنۀ دو تابع برابر sin نمی تواند برابر x است، پس هیچ گاه
 می باشد و داریم:

 f x x x
x

x x
x

x g x( ) sin sin
sin

sin ( sin )
sin

sin ( ) 


 


 4 6
2 3

2 2 3
2 3

2
2

 

ابتدا دامنۀ تابع داده شده و دامنۀ هر یک از گزینه ها را تعیین می کنیم: 94  4

y x
x

x
x

Dy        log : ( , ) ( , )2 2 0 0 2S¶°ø¸ÃÃ÷U

  

1( y x x x x x       log( ) log : ,2 2 0 2 0  
¥HoT{H   Dy ( , )2  

2( y x
x x x x

x
x

x 



 


    log : (x )(x )
( )

2

2
24

2
2 2

2 0 2 0  

S¶°ø ¸ÃÃ÷U      Dy ( , ) ( , ) { }0 2 2  

3( y x
x

x
x

x Dy        1
2

2 2 0 0 2 0 22 2log( ) : ( ) , { , }  

4( y x
x

x
x

Dy        2 2 2 0 0 2log : ( , ) ( , )S¶°ø ¸ÃÃ÷U

  

بنابراین فقط دامنۀ گزینۀ )4( با دامنۀ تابع داده شده برابر است. البته از نظر ضابطه 
نیز با هم برابرند، زیرا:

y x
x

x
x

x
x

x
x

        2 2 2 2 2 1
2

2 21
2log log( ) log log  

به جای اینکه دامنۀ هر کدوم از گزینه ها رو تعیین کنی، می تونی این طوری جواب بدی که 
x برقرار باشه و در تابع گزینۀ )4( هم همینطور، 

x
 2 0 در تابع داده شده باید شرط

پس دامنۀ این توابع با هم برابرند.

Dg می باشد،  95  ابتدا باید دامنۀ f و g با هم برابر باشند و چون  2
پس مخرج f نباید ریشه داشته باشد، بنابراین:

 x x k k k2 0 0 1 4 0 1
4           

حال تابع f را ساده می کنیم و برابر g قرار می دهیم:

 
f x

x x k

x x k

g x k k

kf x g x
( )

( )

( )

( ) ( )


 

 


  










  

3 3

2 3

2

2

3

3 22 3 3k   

        


k k k k
k

( ) ,2
1
42 0 0 2 2  

پس فقط یک مقدار برای k وجود دارد.
x ضابطۀ دو تابع برابر است. بنابراین: 96 a به ازای  3

 f x x
x a

x x

x x
x

x a x x
( )

( )( )
 


  

 
 

  

3 23 3

23 3 23 3
2 2 4

2 4
8
2 4
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 f x g x x
x a x x x x

a( ) ( )
( )( )

  

  


 
 8

2 4
1
2 4

8
23 3 23 3

 

f است و چون دو تابع به  a f k( ) ( ) 8 a است، نتیجه می گیریم  8 از این که
x برابرند، داریم: ازای هر

 g x
x x

g( ) ( )
 

 
 

1
2 4

8 1
4 4 4

1
1223 3

 

f g k ak( ) ( )8 8 1
12 8 1

12
2
3

        

در ابتدا شرط تساوی دامنۀ دو تابع را بررسی می کنیم. چون دامنۀ  97  2
}r می باشد،  }3 }r است، پس دامنۀ تابع g هم به صورت }3 تابع f برابر
x دارد   3 x فقط یک ریشۀ cx d2 0   از طرفی می دانیم زمانی معادلۀ

) باشد: )x 3 که به صورت2

x cx d x x cx d x x c d2 2 2 23 6 9 6 9             ( ) ,  

کسر مخرج  در  و  عامل  یک   f x a
x( )
3

تابع کسر  مخرج  در  هم چنین 

x وجود دارد. بنابراین باید در عبارت صورت  3 g دو عامل x x b
x

( )
( )

 


2
3 2

x داشته باشیم تا با مخرج ساده شود. در نتیجه داریم: 3 کسر g یک عامل

2
3

2 3
3

2 2 6 6

2 3
3

2

2 2

2

x b
x

x
x

x b x b

g x x
x




 


     

  




( )
( )
( )

( ) ( )
( ) xx

af x g x


  


3 2( ) ( )
 

         a b c d 2 6 6 9 1  
ابتدا عبارت زیر رادیکال را به صورت ساده تر می نویسیم: 98  4

 g x x x a x x x a( ) ( )( )( ) ( ) ( )      4 4 4 2  

 [ , ) { }a   4 برابر  g تابع دامنۀ  و   [ , )a  بازۀ  f تابع دامنۀ 
)زیرا  باشد   a 4 که می شود   D Df g شرایطی در  فقط  و  می باشد 
که است  بدیهی  و  می شود   [ , )a  بازۀ زیرمجموعۀ   { }4 حالت این  در 

دو  طبیعی،  عدد  چهار  ازای  به  پس  می شود(.   [ , ) { } [ , )a a   4
تابع برابر می شوند.

99  y را بر حسب x با طرفین وسطین y x
x

 


4 3
2 6 روش اول: در تابع  2

به  دست می آوریم:
 y x x xy y x xy x y( )2 6 4 3 2 6 4 3 2 4 6 3            

      


x y y x y
y

( )2 4 6 3 6 3
2 4  

2 و  4 0y  ، زمانی برای x مقادیر حقیقی یافت می شود که x y
y

 


6 3
2 4 در

 است. { }2 y باشد، پس برد تابع 2 در نتیجه

روش دوم:

توابع   ( , )ad bc c  0 0  y ax b
cx d

 


کلی شکل  به  توابع  به 
 R a

cy  # هموگرافیک می گویند. برد این توابع همواره از رابطۀ$
به  دست می آید.

 می باشد. { }2 f به صورت x x
x

( ) 


4 3
2 6 با توجه به نکتۀ بالا، برد تابع

تفکیک  100 را    1 1sin x بازۀ برداریم،  را  قدرمطلق  این که  برای   2
0می کنیم: 1 0 9

1 0 0 5

9

5
     

      











sin

sin

sin

sin

x y

x y

y x

y x  

] حاصل می شود. , ]0 9 از اجتماع دو محدودۀ به  دست آمده، برد تابع به  صورت
ابتدا دامنۀ تابع را به  دست می آوریم: 101  2

 
2 0 2 0 0 2

2 0 2 1 0 2 1

2

2
x x x x x

x x x x x x

       

         







( )

( )( ) IÄ

 

¥HoT{H     x { }2  
} می باشد که برای پیدا کردن مقدار برد،  }2 پس دامنۀ تابع، مجموعۀ تک عضوی
 f Rf( ) { }2 1 0 0 1 1      آن را در تابع قرار می دهیم: 

بنابراین برد تابع شامل یک عدد صحیح می باشد.
ابتدا عبارت را به صورت مربع کامل می نویسیم: 102  2

 x x x   6 3 92( )  

از آن جا برد  ) و  )x    3 9 92 بنابراین ) است.  )x  3 02 می دانیم
] می شود. در نتیجه 9 عدد صحیح منفی در برد  , ) 9 تابع به صورت بازۀ

تابع قرار دارند.
x باشد.( 9 ) حالت تساوی زمانی برقرار است که )x  3 02 )در نامساوی

تابع 103 برد  باشد،   a  0 گر ا  y ax bx c  2 دوم درجۀ  توابع  در   2

f را  x x x( )   4 4 52 R می باشد. پس ابتدا برد تابع  ay  ( ], 4
 می یابیم:  


   

4
96

4 4 6 6
a

Rf( )
( , ]  

تابع برد  بنابراین   . 0 6 f x( ) پس دارد،  قرار  رادیکال  زیر   f x( ) چون
] می باشد که شامل 3 عدد صحیح است. , ]0 6 y به  صورت بازۀ f x ( )

باید 104 که  کنید  توجه  می کنیم،  تقسیم  زیر  بازۀ  دو  به  را   [ , ] 14 3 بازۀ  4
f باشد: x( ) 0

        1
4 0 1 4 3 12f x

f x f x
( )

( ) ( )  

0 3 1
3

1 1 3      f x
f x f x

( )
( ) ( )  

) است که شامل  , ) [ , )  12 1 به  صورت y f x
 3
( ) بنابراین برد تابع

} نمی باشد.  ,...., , } 11 1 0 12 عدد صحیح
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باید سه  105 تعیین دامنه  برای  به  دست می آوریم.  را  تابع  ابتدا دامنۀ   4
2 برقرار باشد: 2 03x x  x و x3 0  ، x  0 شرط

 
2 2 0 0

0

3 2 3

3

x x x x

x x

     

 









 

¥HoT{H           x x x x x x3 20 1 0 0 1( ) ,  
، دامنۀ تابع فقط شامل دو عضو 1 و1 است. پس برد  x  0 با توجه به شرط

این تابع نیز فقط به ازای این دو عدد حاصل می شود. بنابراین:

f f Rf( ) ; ( ) { , }1 0 0 2 2 1 0 0 2 2 2 2            

106   3
 f x x

x
f x x

x
( ) ( )   


   


2

2
2

21 1 1
1

1 1
1

1  

کنیم فرض  گر  ا بنابراین  می شود.   a
a

 1 2 آن گاه  ، a  0 گر ا می دانیم 
، آن گاه داریم: a x 2 1

 x
x

x
x

f x2
2

2
21 1

1
2 1 1

1
1 3 3 


   


   ( )  

a باشد که در این جا به  1زمانی حالت تساوی رخ می دهد که a
a

 1 2 )در

، برابر 1 می شود.(  a x 2 1 ، مقدار x  0  ازای
 می باشد. چون ریشه های عبارت های  107  { , }1 0 دامنۀ تابع به صورت  1

درون قدرمطلق1 و 0 است، پس با توجه به جدول تعیین علامت در سه حالت 
مختلف زیر، حاصل عبارت را تعیین می کنیم:

 

 

     
 

    

       

 

x f x x
x

x
x

x f x x
x

x
x

1 3 1
1

3 1 4

1 0 3 1
1

( )
( )

( ) 33 1 2

0 3 1
1

3 1 4

  

    

  













x f x x

x
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} حاصل می شود. , , } 4 2 4 بنابراین برد تابع به صورت
روش اول: ابتدا دامنۀ تابع را به  دست آورده و سپس به کمک آن،  108  2

2 تابع را به صورت ساده تر می نویسیم: 0 0 2 0 2      x
x

x Df ( , ]  

| می باشد بنابراین: x |  x0 است، پس 2 x چون

f x x x
x

x x
x

x x
x

x
( ) ( | x |) ( )     2 2 2 2 20 2

 

     2 2 2 22x x f x x x( ) ( )  
را رسم می کنیم: g x x x( )  2 2 حال نمودار سهمی

x b
a g   


     2

2
2 1 1 1 2 1( )

 

0 می باشد. بنابراین: 1 g x( ) 0 است، نتیجه می گیریم 2 x از این که

0 2 1 0 2 1 0 2 2 22 2 2             x x x x x x  
 Rf [ , ]0 2  

f است، بنابراین صفر عضوی از برد می باشد. با توجه  ( )2 0 روش دوم: چون

به گزینه ها، فقط گزینۀ )2( شامل صفر است.
طرفین وسطین کرده و معادله را برحسب توان های نزولی x مرتب  109  2

می کنیم:
 y x

x x
yx xy y x 

 
    3

2 1
2 32

2  

     yx y x y2 2 1 3 0( )  
y باشد، معادلۀ درجه 2 داریم و زمانی این معادلۀ درجه 2 جواب دارد   0 گر ا

 باشد. بنابراین:  0 که

             0 2 1 4 3 0 4 4 1 4 12 02 2 2( ) ( )y y y y y y y  

   16 1 1
16y y  

را   y  0 کردیم. حال شرط تعیین   y  0 با شرط را  آمده  به  دست  محدودۀ 
بررسی می کنیم:

 y x
x x

x  
 

  0 3
2 1

0 32  

y عضو برد   0 x به  دست آمد، پس  3 y ریشۀ حقیقی  0 چون به ازای

Ry است.   [ , )1
16 می باشد. در نتیجه

روش اول: مانند تست قبل، طرفین وسطین کرده و معادله را برحسب  110  1
x مرتب می کنیم: توان های نزولی

y
x x

x x
yx xy y x x

 

 
     

2

2
2 2

1
4
1

1
4  

      ( ) ( )y x y x y1 1 1
4 02  

   0 که دارد  جواب  معادله  این  زمانی  و  داریم   2 درجه  معادلۀ   ، y 1گر ا
باشد. بنابراین:

            0 1 4 1 1
4 0 1 1 4 1 02( ) ( )( ) ( )( )y y y y y y  

      ( )( )y y y1 3 0 0 1  
y را بررسی می کنیم: 1حال شرط

y
x x

x x
x x x x  

 

 
       1 1

1
4
1

1
4 1 1

4 1
2

2
2 2  )تناقض( 

 Ry [ , )0 1 y به برد تابع تعلق ندارد. بنابراین 1چون به تناقض رسیدیم، پس
می باشد که شامل یک عدد صحیح است.

روش دوم: 

y
x x

x x

x

x

x

x
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)صورت و مخرج کسر همواره مثبت است و مخرج از صورت بزرگ تر می باشد.(




