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6
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بنابراین تعداد کسانی که فقط به یک درس علاقه دارند، برابر 
 + + =7 6 10 23 است با 

ت( تعداد دانش‌آموزانی ک��ه حداقل به دو درس علاقه دارند 
. x y z+ + + =6 برابر است با 9

چون هر عضو U عضو دست‌کم یکی از این مجموعه‌ها 424
است، پس

 n A B C n U( ) ( )= =50   
وضعیت مجموعه‌ها را در نمودار زیر نشان داده‌ایم.
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a اس��ت.  b c+ + هدف‌م��ان پیدا ک��ردن بیش‌تری��ن مقدار 
توجه‌کنید که 

 n A B C a b c x y z t( )= + + + + + + =50   
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. به این ترتیب، بیش‌ترین مقدار  a b c t+ + = +20 2 در نتیجه 
t بیش‌تری��ن مقدار ممکن  a وقت��ی پیش می‌آید که  b c+ +

 x t y t z t          , ,+ = + = + =11 10 9 باشد. از تساوی‌های 

نتیجه می‌گیریم که بیش‌ترین مقدار ممکن t برابر با 9 است )به 
z (. در نتیج��ه، بیش‌تری��ن مق��دار  y و 0= =1 ، x ازای 2=

a برابر با 38 است. b c+ +

n نقطه 434 توجه‌کنید که در شکل n امُ روی هر ضلع 1+
وج��ود دارد. ش��کل n امُ چهار ضلع دارد، پ��س تعداد کل این 
. اما در این نحوه‌ی شمارش، نقطه‌های  n( )+4 1 نقطه‌ها می‌شود 

مشترک بین ضلع‌ها را دو بار شمرده‌ایم. 

na نشان دهیم، بنابراین، اگر تعداد نقطه‌های شکل n امُ را با 

na n n( )= + − =4 1 4 4
راه‌ه��ای دیگری هم برای حل این مس��أله وجود دارد. مثلًا در 
n نقط��ه وجود دارد. پس  ش��کل n امُ، به‌جز چهار گوش��ه، 1−
، که اگر چهار نقطه‌ی  n( )−4 1 تعداد کل این نقطه‌ها می‌ش��ود 

رأس‌ها را هم حساب کنیم، نتیجه می‌شود
na n n( )= − + =4 1 4 4

توجه‌کنید که در هر ش��کل، تع��داد مربع‌های ردیف 444
پایین، از ش��ماره‌ی ش��کل دو تا بیش‌تر اس��ت و در ستون‌های 
بالای هر ردیف به اندازه‌ی ش��ماره‌ی شکل، مربع وجود دارد. 

na باشد، بنابراین، اگر تعداد مربع‌های شکل n امُ 

na n n n= + + = +2 2 3 2
n×2 وجود 454 توجه‌کنید که در ش��کل n امُ مس��تطیلی 

n مربع به بالای آن چس��بیده است و  دارد، که س��تونی از 1−
ی��ک مربع هم در کن��ار آن ق��رار دارد. بنابرای��ن، اگر تعداد 

na بگیریم، مربع‌های شکل n امُ را 

na n n n= + − + =2 1 1 3
توجه‌کنید که ش��کل اول از 10 نقطه‌ی رنگی تش��کیل 464

ش��ده است و در شکل‌های بعدی، هر ش��کل با اضافه شدن 4 
نقطه به ش��کل قبلی به‌دست آمده اس��ت. بنابراین، اگر تعداد 

na بگیریم، نقطه‌های رنگی در شکل n امُ را 

na n n( )= + − = +10 4 1 4 6
توجه‌کنید که در بالا و پایین هر ش��کل دو نقطه داریم. 474

نقطه‌های وس��ط )از ش��کل دوم به بعد( از چند ردیف سه تایی 
تش��کیل شده‌اند: ش��کل اول ردیفی ندارد، شکل دوم 1 ردیف 
n ردیف  دارد، ش��کل س��وم 2 ردیف دارد، ... و شکل n امُ 1−

na بگیریم،  دارد. بنابراین اگر تعداد نقطه‌های شکل n امُ را 

na n n( )= + + − = +2 2 3 1 3 1
توجه‌کنید که شکل n امُ در هر ضلعش n مربع کوچک 484

n مرب��ع کوچک. بنابرای��ن، اگر تعداد  دارد و در درون��ش 1−
na بگیریم،  مربع‌های کوچک شکل n امُ را 

na n n n= + − = −4 1 5 1
به الگوی ش��کل‌ها دقت‌کنید. ش��کل اول از یک مربع 494

کوچک ساخته شده است. در شکل دوم، از سه طرف یک مربع 
به ش��کل اول اضافه کرده‌ایم. در ش��کل سوم، از سه طرف دو 
مربع به شکل اول اضافه کرده‌ایم. در شکل چهارم، از سه طرف 
سه مربع به شکل اول اضافه کرده‌ایم. به این ترتیب، اگر تعداد 

na بنامیم،  مربع‌ها در شکل n امُ را 

na n n( )= + − = −1 3 1 3 2
، یعنی برای ساختن شکل 50 امُ  a = × − =50 3 50 2 در نتیجه 148

148 مربع کوچک لازم داریم. 
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ابتدا جمله‌ی عمومی تعداد صندلی‌ها را وقتی که n میز 505
را ب��ه هم چس��بانده‌ایم، پیدا می‌کنیم. دور می��ز اول 6 صندلی 
وجود دارد. وقتی دو میز را می‌چس��بانیم، به تعداد صندلی‌های 
اولیه 4 تا اضافه می‌شود؛ وقتی سه میز را می چسبانیم، به تعداد 
2× تا اضافه می‌ش��ود؛ ...؛ وقتی n میز را  صندلی‌ه��ای اولی��ه 4
)n تا اضافه  )−1 می‌چس��بانیم، به تع��داد صندلی‌های اولی��ه 4

na باشد، می‌شود. بنابراین اگر تعداد صندلی‌های دور n میز 

na n n( )= + − = +6 4 1 4 2

، یعنی باید 8 میز را به هم بچسبانیم.  n = ، آن‌گاه 8 n + =4 2 اگر 34
محیط شکل اول 8 سانتی‌متر است. با اضافه کردن هر 515

کاشی 4 سانتی‌متر به محیط شکل قبلی اضافه می‌شود. بنابراین، 
محیط شکل n امُ برابر است با

n n( )+ − = +8 4 1 4 4

تعداد مربع‌های رنگی هر شکل برابر است با مساحت 525
کل ش��کل منهای مساحت چهار مربع سفید که حذف شده‌اند. 
n اس��ت و ط��ول ضلع هر یک از  +2 طول ضلع مربع بزرگ 1
n است. بنابراین اگر تعداد مربع‌های شکل  مربع‌های سفید 1−

na بگیریم، n امُ را 

na n n n n n n
n     

( ) ( ) ( )= + − − = + + − − +
= −

2 2 2 22 1 4 1 4 4 1 4 2 1
12 3

n قرار دارد. دو 535 n( )+2 در کف ش��کل n امُ مستطیلی 
ستون n تایی هم به کف این مستطیل چسبیده‌اند و در کنار هر 
س��تون هم یک نقطه وجود دارد. بنابراین، اگر تعداد نقطه‌های 

na بگیریم، شکل n امُ را 

na n n n n n( )= + + + = + +22 2 2 4 2

545 n توجه‌کنید که شکل n امُ از مربعی به طول ضلع 1+
n مربع کوچک درست شده است. بنابراین، اگر  و پلکانی از 1+

na بگیریم، تعداد مربع‌های کوچک شکل n امُ را 

na n n n n( )= + + + = + +2 21 1 3 2

n2 است و 555 توجه‌کنید که در شکل n امُ تعداد نقطه‌ها 
. پس  n = 8 ، آن‌گاه  n n=2 8 تعداد ضربدر‌ها 8n اس��ت. اگر 

در شکل هشتم، تعداد نقطه‌ها با تعداد ضربدرها برابر است. 
ای��ن ریس��مان از تکه‌هایی ب��ه طول 1 س��انتی‌متر، 2 565

س��انتی‌متر و ... 16 سانتی‌متر تشکیل شده است، که هر تکه دو 
بار آمده است. بنابراین طول کل ریسمان برابر است با 

( ... ) ( )×+ + + = =16 172 1 2 16 2 272
2

سانتی‌متر 

توجه‌کنید ک��ه از یک طرف تع��داد کل توپ‌ها برابر 575
. از ط��رف دیگر اگر تع��داد توپ‌ها را از  n n n× = 2 اس��ت با 

طریق ردیف‌های L شکل حساب کنیم، می‌شود
n... ( )+ + + + −1 3 5 2 1

... ( n ) n+ + + − = 21 3 2 1 بنابراین 
n مثلث کوچک وجود دارد. 585 −2 در کف ش��کل n امُ، 1

ه��ر ردیف بالایی، دو مثلث از ردی��ف پایینی‌اش کم‌تر دارد، تا 
این‌که در آخرین ردیف، یک مثلث کوچک وجود دارد. بنابراین، 

na بگیریم، اگر تعداد مثلث‌های کوچک در شکل n امُ را 

na n n n( ) ( ) ...= − + − + + + + = 22 1 2 3 5 3 1

n مربع 595 −2 راه‌ح:لوا ل در شکل n امُ، ردیف وسط از 1
کوچک درست شده است. هر ردیف بالایی، دو مربع از ردیف 
پایین��ی‌اش کم‌تر دارد؛ تا این‌ک��ه در آخرین ردیف، یک مثلث 
وج��ود دارد. در م��ورد ردیف‌های پایین ردیف وس��ط،  همین 
وضعیت وجود دارد. بنابراین اگر یک‌بار تعداد مربع‌های ردیف 
وس��ط را اضافه و کم کنیم، تعداد مربع‌ها در ش��کل n امُ برابر 

می‌شود با

na n n n

n n     

(( ) ( ) ... ) ( )= − + − + + + + − −

= − +2
2 2 1 2 3 5 3 1 2 1
2 2 1

راه‌ح��ود لم: ب��ه همان راه‌ح��ل اول معلوم می‌ش��ود که تعداد 
مربع‌ها در ردیف وسط و ردیف‌های بالای آن برابر است با

n n n( ) ( ) ...− + − + + + + = 22 1 2 3 5 3 1

و تعداد مربع‌ها در ردیف‌های زیر ردیف وسط برابر است با

n n n( ) ( ) ... ( )− + − + + + + = − 22 3 2 5 5 3 1 1

 . n n( )+ −2 21 پس تعداد کل مربع‌ها برابر است با 
تعداد مربع‌های کوچک در این شکل‌ها به ترتیب 1، 4، 606

9 و 16 اس��ت، که همگی به ش��کل n2 هستند. بنابراین به‌نظر 
می‌رسد که تعداد مربع‌های کوچک در هر یک از این شکل‌ها، 
عددی به شکل n2 است و چون 123 به این شکل نیست، پس 

نمی‌توان با این تعداد مربع، یکی از شکل‌ها را ساخت. 
اکنون جمله‌ی عمومی این الگو را به‌دست می‌آوریم. توجه‌کنید 
که در ش��کل n امُ، ردیف وس��ط از n مربع درست شده است؛ 
تای��ی داریم؛ یک ردیف  n( )−1 در ه��ر طرف آن، یک ردیف 
تایی داریم؛ ...؛ یک ردیف 2 تایی داریم و یک ردیف از  n( )−2

یک مربع داریم. بنابراین، اگر تعداد مربع‌ها در شکل n امُ را با 
na نشان دهیم،

na n n n
n nn n n n n

(( ) ( ) ... )

( )
( )

= + − + − + + +
−

= + = + − =2 2

2 1 2 2 1
12

2
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616
ب( ممکن است  لاف( ممکن است 	

پ( ممکن است 
a2 بی‌معنی است(.  ت( ممکن نیست )

ث( ممکن نیست )a1 بی‌معنی است(. 
626

 n
na n( ) ( )= − −1 2 1 ب(  	 na n= −2 لاف( 1

 n
na n ( ) += + − 11 ت(  	 na n= −2 پ( 1

na و چون n عددی مثبت 636 n n( )= −20 توجه‌کنید که 
n−20 نیز  na عددی مثبت باش��د، باید  اس��ت، ب��رای اینکه 
. پس n می‌تواند  n ، یعنی 20> n− >20 مثبت باشد. بنابراین 0

عددهای 1، 2، ... و 19 باشد، که تعداد آن‌ها 19تا است. 

646 ، n
n

na
n

( ) −= − = −
+
1 11

4 4 6
ابتدا توجه‌کنی��د که اگر 

 n n
n

( ) −−
+
11

4 4
آن‌گاه n عددی فرد است، زیرا اگر n زوج باشد، 

 ، n( )− = −1 عددی مثبت می‌ش��ود. اگر n عددی فرد باشد، 1

. اگر این معادله را حل کنیم، به‌دست می‌آید  n
n

− =
+
1 1

4 4 6
پس 

− است.  1
6

. پس جمله‌ی پنجم دنباله، برابر با  n =5

چند جمله‌ی اول این دنباله را حساب می‌کنیم:656
a a a a a a, , , , ,= = = = = =1 2 3 4 5 62 5 11 23 47 95

در نتیجه کوچک‌ترین n موردنظر 6 است. 
باید تفاضل هر دو جمله‌ی متوالی برابر باشد، بنابراین باید666

a a a a( ) ( ) ( )+ − − = + − +7 20 2 1 42 7 20

a a+ = − +5 21 6 22

a =11 1

. a = 1
11

پس 

اگر قدرنس��بت این دنباله d باشد، جمله‌ی عمومی آن 676
na است. بنابراین a n d( )= + −1 1 به شکل 

a a d= +8 1 7

d d= + ⇒ =25 4 7 3

در نتیجه
a a d( )= + − = + × =101 1 101 1 4 100 3 304

فرض‌کنید قدرنس��بت این دنباله‌ی حس��ابی d باشد. 686
توجه‌کنید که 

a a d= + =12 1 11 16

از طرف دیگر،
a a d= +10 1 9

a a d= +14 1 13

اگر این تساوی‌ها را با هم جمع‌کنیم به‌دست می‌آید
a a a d a d a d

a d               

( ) ( )

( ) ( )

+ = + + + = +
= + = =

10 14 1 1 1

1

9 13 2 22
2 11 2 16 32

قدرنسبت این دنباله را با d نشان می‌دهیم. در این‌صورت696
a a a d a d a d( ) ( ) ( )+ = + + + = + = −2 9 1 1 18 2 9 4 1

a a a d a d a d( ) ( ) ( )+ = + + + = + =3 4 1 1 12 3 2 5 4 2

اگ��ر تس��اوی )2( را از تس��اوی )1( کم‌کنیم، به‌دس��ت می‌آید 
، و اگر این مقدار را در تساوی )1( قرار دهیم، به‌دست  d = −2

. a =1 7 می‌آید 
. اکنون 707 − =10 3 7 قدرنس��بت این دنباله برابر است با 

توجه‌کنیدکه
¾±µ #¸Äo] iA =444

oiA#pH#¾±µ #] ¸Ã¶»j = −444 7

oiA#pH#¾±µ] ¸Ã¶¼w = − − = − ×444 7 7 444 2 7

oiA#pH#¾±µ ¸Ã¶] nI¿a = − ×444 3 7



oiA#pH#¾±µ ¸ÃµÀjp] H»j = − × =444 11 7 367

فرض‌کنید قدرنسبت این دنباله d باشد. در این‌صورت717
a a

d
− −= = =
−

30 16 20 13 1
30 16 14 2

در نتیجه
a a a= ⇒ + × = ⇒ =16 1 1

1 1113 15 13
2 2

امُ این دنباله باشد، آن‌گاه k 27 جمله‌ی 
2

اگر 

k
k ka a k d( ) − += + − = + = =1

11 1 10 271
2 2 2 2

27 است.
2

. یعنی جمله‌ی هفدهم این دنباله  k نتیجه می‌شود 17=

، بنابراین جمله‌ی عمومی 727 d = −4 a و  = −1 3 در این‌جا 
امُ  n na است. اگر 83− جمله‌ی  n( )( )= − + − −3 1 4 این دنباله 

این دنباله باشد:
n( ) n− = − − − ⇒ =83 3 4 1 21

83− جمله‌ی 21امُ دنباله‌ی موردنظر است. بنابراین 




