
 









فصل اول 

درس اول: ماتریس و اعمال روی ماتریس‌ها

مـاتـریـس

هر آرایش مستطیل شکل از عددهای حقیقی، که شامل تعدادی سطر و ستون است یک ماتریس است.
به هر عدد حقیقی واقع در هر ماتریس یک »درایۀ« آن ماتریس می‌گوییم.

درایه‌های ماتریس را با دو کروشه محصور می‌کنیم و معمولًا ماتریس‌ها را با حروف بزرگ لاتین مانند C ، B ، A و … نام‌گذاری می‌کنیم.

مرتبۀ ماتریس

m )بخوانید m در n( است. n× ماتریسی که m سطر و n ستون دارد، ماتریس از مرتبۀ 
m تعداد درایه‌های ماتریس را نشان می‌دهد. n× حاصل‌ضرب 

ماتریس‌های هم‌مرتبه

اگر تعداد سطرهای دو ماتریس با هم و تعداد ستون‌های آن دو ماتریس نیز با هم برابر باشند، آن دو ماتریس را هم‌مرتبه می‌گوییم.

نمایش کلی درایه‌ها

ija نشان می‌دهیم. در ماتریس دلخواه A ، درایۀ واقع در تقاطع سطر i ام و ستون j ام را با 

m را به صورت زیر نشان می‌دهیم:  n× در حالت کلی، ماتریس A از مرتبۀ 
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ija درایۀ عمومی ماتریس A می‌گوییم. . به  j n( ≤ ≤1 i و  m)≤ ≤1 ij می‌نویسیم  m nA a[ ] ×= اغلب ماتریس بالا را به صورت 

i داشته باشیم  j< ija و برای  =5 i داش��ته باش��یم  j> ، برای  ija = 7 i داش��ته باش��یم  j= ijA و برای  a[ ] ×= 2 2 اگر 
، مجموع درایه‌های ماتریس A چقدر است؟ ija = -2

۱۷ )۴ 	۱۵ )۳ 	۱۳ )۲ 	۸ )۱

. اکنون می‌نویسیم a a
A a a

-   
= =   

   
11 12
21 22

7 2
5 7 با توجه به اطلاعات سؤال درایه‌های ماتریس A را به‌دست می‌آوریم:

A uÄoUI¶ ÁIÀ¾ÄHnj Ì¼µ\¶ = - + + =7 2 5 7 17

A چقدر است؟ i j[ ] ×= -2
3 32 3 مجموع درایه‌های ستون دوم ماتریس 

۱۲ )۴ 	۱۶ )۳ 	۸ )۲ 	۱۰ )۱

. اکنون به‌دست می‌آید  a = - =32 18 6 12 a و  = - =22 8 6 2  ، a = - = -12 2 6 4 . بنابراین  ija i j= -22 3 با توجه به تعریف، 

A a a a uÄoUI¶ ³»j ·¼Tw ÁIÀ¾ÄHnj Ì¼µ\¶ = + + = - + + =12 22 32 4 2 12 10

فصل اول: ماتریس و کاربردها
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معرفی چند ماتریس خاص

O نشان می‌دهیم. ۱( ماتریس صفر ماتریسی است که تمام درایه‌های آن صفر است. ماتریس صفر را با 

م 	:لاث
 O O O, ,

×
×

×

 
   = = = =          

1 1
2 3

3 3

0 0 00 0 00 0 0 0 00 0 0 0 0 0
 

n×1 است. ۲( ماتریس سطری ماتریسی است که یک سطر دارد. در حالت کلی مرتبۀ ماتریس سطری به صورت 

م ماتریس‌های زیر سطری‌اند.	:لاث
A B C, ,

× × ×
  = = - = - π      1 1 1 3 1 4

4 1 1 3 0 1 2

m×1 است. ۳( ماتریس ستونی ماتریسی است که یک ستون دارد. در حالت کلی مرتبۀ ماتریس ستونی به صورت 

م ماتریس‌های زیر ستونی‌اند.	:لاث

A B C, ,
×

×
×

 
   -  = - = - =      
     
 

1 1
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5 1

1
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21 1
32
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۴( ماتریس مربعی ماتریسی است که تعداد سطرها و ستون‌های آن با هم برابرند.
.»n می‌گوییم »ماتریس مربعی از مرتبۀ ، n n× n باشد، به جای اینکه بگوییم ماتریس از مرتبۀ  n× اگر یک ماتریس مربعی از مرتبۀ 

n درایه‌ها را به صورت زیر نام‌گذاری می‌کنیم: nA × در ماتریس مربعی 
ij
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Â±‚H#o‰¤

Â–oÎ#o‰¤

= →


< →


> →
 + = + → 1

م ماتریس‌های زیر مربعی‌اند.	:لاث

A B C, ,
×

×
×

 --   = = =          
1 1

2 2
3 3

1 3 02 14 2 1 43 0 0 5 7

۵( ماتریس قطری ماتریسی مربعی است که تمام درایه‌های بالا و پایین قطر اصلی آن صفر است. به عبارت دیگر،
ij n n ijA A a i j a.SwH  uÄoUI¶Áo‰¤ [ ] , ( )×⇔ = ≠ ⇒ =0

در ماتریس قطری درایه‌های روی قطر اصلی می‌توانند صفر باشند یا نباشند.  

م ماتریس‌های زیر قطری‌اند.	:لاث

A B C, ,
 

   = = =      -  -  

3 0 01 04 0 2 00 1 0 0 1

۶( ماتریس اسکالر ماتریسی قطری است که درایه‌های روی قطر اصلی آن با هم برابرند.

م ماتریس‌های زیر اسکالرند.	:لاث

A B C, ,
×

×
×

 
   = - = =          

1 1
2 2

3 3

2 0 01 06 0 2 00 1 0 0 2
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 nI ۷( ماتریس همانی )واحد( ماتریس اس�کالری اس�ت که درایه‌های روی قطر اصلی آن برابر ۱ اس�ت. ماتریس همانی از مرتبۀ n را با 

 . n ij n nI [ ] ×= δ ، آن‌گاه  ij
i j
i j
=

δ =  ≠

1
0 نشان می‌دهیم. به عبارت دیگر اگر 

آن

م ماتریس‌های زیر همانی‌اند.	:لاث

I I I, ,
×

×
×

 
   = = =          

1 2 31 1
2 2

3 3

1 0 01 01 0 1 00 1 0 0 1

تساوی بین دو ماتریس

دو ماتریس A و B مساوی هستند، اگر دو شرط زیر برقرار باشند:
۲( درایه‌های آن‌ها نظیر به نظیر با هم برابر باشند.۱( ماتریس‌ها هم‌مرتبه باشند.

ij مساوی هستند اگر p qB b[ ] ×= ij و  m nA a[ ] ×= به عبارت دیگر، دو ماتریس 

. n q= m و  p=  )۱. ij ija b=  ، j و i ۲( به‌ازای هر

. A B= در این حالت می‌نویسیم 

x چقدر است؟ y z+ + x مساوی باشند، مقدار  y
B

+ 
=  

 

3
2 5 x و  y

A z
- 

=  - 

9
2 1 اگر دو ماتریس 

۱۸ )۴ 	۱۵ )۳ 	۹ )۲ 	 -1  )۱
 . x y z+ + =15 ، در نتیجه  x =6 y و  = 3 ، z =6 ، بنابراین  x y- = 3 x و  y+ =9  ، z - =1 5 A، پس  B= چون 

جمع ماتریس‌ها

برای جمع کردن یا کم کردن دو ماتریس هم‌مرتبه کافی است درایه‌های نظیر را با هم جمع یا از هم کم کنیم.

، آن‌گاه ij m nB b[ ] ×= ij و  m nA a[ ] ×= به عبارت دیگر، اگر 

 ij ij ij ij m n ij ij ij ij m nA B a b a b A B a b a b      [ ] [ ] [ ] , [ ] [ ] [ ]× ×+ = + = + - = - = -

m چقدر است؟ n+ ، مقدار  m
i j in[ ] [ ]× ×

- 
- = + - 

2
2 2 2 2

63 1 اگر 

۴( صفر 	 -7  )۳ 	 -5  )۲ 	 -6  )۱

a و  m=11 ، چون 
m

A
n
- 

=  -  

6
1 . اگر 

m
i j i i i j

n
[ ] [ ] [ ]

- 
= - - = - - -  

2 26
3 31 از تس�اوی داده شده به‌دس�ت می‌آید 

 .m n+ = - - = -3 4 7 ، بنابراین  n = - - = -4 2 6 4 m و  = - - = -1 1 3 3 ، پس  a n=22

ضرب یک عدد حقیقی در یک ماتریس

 ، ijrA d[ ]= برای هر عدد حقیقی r ، حاصل‌ضرب r در ماتریس A ، یعنی rA ، یک ماتریس هم‌مرتبه با ماتریس A است، به طوری که اگر 

. یعنی هر درایۀ ماتریس rA از ضرب عدد حقیقی r در درایۀ نظیرش در ماتریس A به‌دست می‌آید. ij ijd ra= آن‌گاه 
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م 	:لاث     - - -  
       - × = - - - = ×       
     - - -          

 
     -    × = × =    
    --   

•



•

•

  -  

•

1 2 3 1 2 3 2 4 6 1 2 3
1 4 5 6 4 5 6 8 4 2 2 4 2 1

4 5 6 4 5 6 10 3 1 3 15
2 2

12 3 4
4 6 8 1 1 1 2 0 0 02

1 3 5 70 3 5 7 0 0 3 1 1 0 0 0
2 2 2 2 2 1 1 0 0 02 1 2 8 2 1 1 4

2 2

( )

O ×


  = 
 

3 3

قرینۀ یک ماتریس

m است که از حاصل‌ضرب عدد 1- در ماتریس A به وجود می‌آید.  n× m باشد. قرینۀ A ماتریسی  n× فرض کنید A یک ماتریس 
. A A( )- = -1 -A نمایش می‌دهیم، یعنی  این ماتریس را با 

خواص مهم جمع ماتریس‌ها و ضرب عدد درماتریس

s دو عدد حقیقی باشند، آن‌گاه r و  اگر B ، A و C سه ماتریس هم‌مرتبه و 
A )خاصیت جابه‌جایی جمع(، B B A+ = + A )خاصیت شرکت‌پذیری جمع(،۱(  B C A B C( ) ( )+ + = + +  )۲

A )عضو خنثی برای عمل جمع(، O O A A+ = + = A )خاصیت عضو قرینه(،۳(  A A A O( ) ( )+ - = - + =  )۴
، r A B rA rB( )± = ±  )۵، r s A rA sA( )± = ±  )۶

، rs A r sA( ) ( )=  )۷، A A =1  )۸
، r O O= A و  O=0 A و۹(  B= ، آن‌گاه  r ≠0 rA و  rB= ۱۰( اگر 

. rA rB= A، آن‌گاه  B= ۱۱( اگر 

، ماتریس B کدام است؟ A B I- =2 A و 
- 

=  
  

1 1
2 0 اگر 

 
 
 -  

2 0
1 1  )۴ 	 

- 
 -  

1 2
4 1  )۳ 	 

- 
 
  

1 1
4 1  )۲ 	 

- 
 
  

1 1
3 0  )۱

. B A I
- -     

= - = - =     -          

1 1 1 0 1 2
2 2 2 0 0 1 4 1 A به‌دست می‌آید:  B I- =2 از برابری 

X باشند، مجموع درایه‌های  Y A
X Y B

+ =
 - =

B و ماتریس‌های X و Y جواب‌های دستگاه  i j[ ] ×= + 2 2  ، A i j[ ] ×= - 2 2 اگر 
X چقدر است؟ Y+2 ماتریس 

۶ )۴ 	۱۱ )۳ 	۷ )۲ 	۸ )۱

. اکنون دو معادله را از هم کم می‌کنیم:  X A B= +2 ابتدا دو معادلۀ داده شده را با هم جمع می‌کنیم: 
A BY A B Y -= - ⇒ =2

2

 . i j i jX Y i j( )
[ ] [ ]× ×

- + +
+ = = -2 2 2 2

32 2
2

، یعنی  A B A BX Y A B - ++ = + + = 32
2 2

در نتیجه 

 . + + + =1 0 3 2 6 X برابر است با  Y+2 . در نتیجه مجموع درایه‌های ماتریس  X Y
 

+ =  
  

1 0
2 3 2 پس 
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ضرب ماتریس‌ها

شرط ضرب‌پذیری دو ماتریس

ض�رب ماتری�س A در ماتری�س B را ب�ه صورت AB نش�ان می‌دهیم. این ضرب زمانی وج�ود دارد که تعداد س�تون‌های A برابر تعداد 
سطرهای B باشد.

AB مرتبۀ ماتریس

. m n n p m pA B C× × ×= m است:  p× C از مرتبۀ  AB= n باشد، آن‌گاه  p× m و B ماتریس  n× اگر A ماتریس 

، مرتبۀ ماتریس B کدام است؟ AB C= 3× باشد و  5 ، C ماتریسی از مرتبۀ  ×3 4 اگر A ماتریسی از مرتبۀ 
 ×4 5  )۴ 	 ×5 4  )۳ 	 ×3 5  )۲ 	 ×3 4  )۱

B برابر 4 است.  ÁIÀo‰w#jHk•U چون ماتریس AB تعریف شده است، پس تعداد ستون‌های A با تعداد سطرهای B برابر است، یعنی 

در بین گزینه‌ها فقط گزینۀ )۴( این ویژگی را دارد. 

m چقدر است؟ n+ m تعریف شده باشد، مقدار  nA B C( )× × ×2 3 3 5 اگر ضرب ماتریسی 
۸ )۴ 	۹ )۳ 	۵ )۲ 	۶ )۱

m×5 اس�ت. از طرف دیگر، برای  D، در این صورت D ماتریس�ی  BC= . فرض کنید  n = 3 برای تعریف ش�دن ماتریس BC باید 
 .m n+ = + =3 3 6 m. بنابراین  = 3 mA باید  D× ×2 3 5 تعریف شدن ضرب ماتریسی 

ضرب ماتریس سطری در ماتریس ستونی

، آن‌گاه تعریف می‌کنیم

n n

b
b

B

b
×

 
 
 =
 
  

11
21

1 1



n و  n
A a a a

×
 =  11 12 1 1

 اگر 

n n n

n

b
b

AB a a a a b a b a b

b

 
 

   = = + + +   
  

11
21

11 12 1 11 11 12 21 1 1

1

 



م 	:لاث
( )

 
   - = × + × - + × = - + =   
  

1
2 3 4 1 2 1 3 1 4 2 2 3 8 7

2

، مقدار m کدام است؟ A B× = -7  و 
m

B
 +
 =  

-  

1
3
2

 ، A m = - 1 2 اگر 

12 )4 	 -2  )3 	2 )2 	1 )1

مس�ئله  ف�رض  بناب�ر   .
m

A B m m m m
 +
  × = - = + - - = - -   

-  

1
1 2 3 1 6 2 5

2
می‌نویس�یم:  ب�الا  تعری�ف  بناب�ر 

A. اکنون می‌نویسیم: B× = -7
 m m- - = - ⇒ =5 7 2  
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8 

راه‌حل

9 

راه‌حل



)7(

ضرب ماتریس‌ها در حالت کلی

ijc از آن برابر  ij است که در آن درایۀ  m pC c[ ] ×= ij ماتریسی مانند  n pB b[ ] ×= ij در ماتریس  m nA a[ ] ×= حاصل‌ضرب ماتریس 

: B ام j در ستون A ام i است با ضرب سطر

j
j

ij i i in i j i j in nj

nj

b
b

c A i B j a a a a b a b a b

b

  ³H ³H ·¼‰ Two w[ ] [ ]

 
 

   = × = = + + +   
  

1
2

1 2 1 1 2 2 



م در ضرب زیر درایۀ سطر دوم و ستون سوم ماتریس حاصل‌ضرب را به‌دست آورده‌ایم:	:لاث

c23 کدام است؟ ، مقدار  C AB= B و 
- 

=  
  

1 2 4
5 2 1  ، A

- 
=  

  

3 1
7 1 اگر 

۲۴ )۴ 	۲۹ )۳ 	۱۶ )۲ ۱( صفر	

. c A Bo‰w ³»j  ³¼w ·¼Tw[ ][ ]
 

 = = = + =     
23

4
7 1 28 1 291 توجه کنید که 

، درایۀ واقع در سطر سوم و ستون سوم ماتریس AB چقدر است؟ B i i[ ] ×= + 2
3 3 A و  i j[ ] ×= - 3 32 3 اگر 

 -30  )۴ 	۱۸ )۳ 	 -15  )۲ 	۱۲ )۱
C. در این صورت AB= فرض می‌کنیم 

b
c A B a a a b

b
³¼w ³¼w ·o‰w ¼Tw[ ][ ]

   
      = = = - = + - = -      
      

13
33 31 32 33 23

33

2
3 0 3 6 6 0 36 30

12

 ، c =22 c و 0 = -13 2 ، به‌ط��وری که  ijC AB c[ ]= =  ،
b

B
 -
 

=  
 - 

1 3 2
4 2 1 0
1 2 1 4

 ،
a

A
- 

=  
  

2 1
2 4 0 اگ��ر 

a چقدر است؟ b+ مقدار 
۵ )۴ 	۶ )۳ 	 -6  )۲ 	 -5  )۱

c به‌دس�ت می‌آی�د  =22 0 از  . همچنی�ن  a = -1 یعن�ی   . a a
 
  - = + - = -   
  

3
2 1 1 3 2 1 2

1
، پ�س  c = -13 2 چ�ون 

 . a b+ = - - = -1 4 5 . اکنون به‌دست می‌آید  b = -4 . یعنی 
b

b
 
   = + =   
  

2 4 0 2 2 8 0
2
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کاربردها ماتریس و فصل اول:
)8(

 کدام است؟
x x

x
   
    - - =    
   -   

2 1
1 2 1 1 0 2 0

1 1 1 1
مجموع ریشه‌های معادلۀ 

 -4  )۴ 	 -3  )۳ 	۲ )۲ 	۱ )۱
ضرب‌های سمت چپ را انجام می‌دهیم:

x
x x

x x x( ) ( )

 
  - + - - =  
 
 

- + + - - + =

11 2 1 0 2 0
21

1 2 2 1 0 0
یعنی 

x x- - - =2 3 2 0

 . x x+ = -1 2 3 ، در نتیجه  x = -2 1 x و  = -1 2 بنابراین 

a چقدر است؟ b+ ، مقدار  AB BA O- = B و 
b
- 

=  -  

2 10
8  ،

a
A

 
=  

  

5
2 3 اگر 

۱۴ )۴ 	۱۲ )۳ 	۸ )۲ 	۱۰ )۱

AB. اکنون می‌نویسیم BA= AB نتیجه می‌گیریم  BA O- = از تساوی 
a b a a

AB BA
b ab b

,
- + - - +   

= =   - + - - -      

2 5 10 40 2 20 20
4 3 4 16 5 24

در نتیجه 

a
b

- =
 - = -

10 40 20
5 24 4

 . a b+ =10 ، پس  b =4 a و  =6 بنابراین 

AB باشد؟ BA- اگر A و B ماتریس‌های مربعی مرتبۀ ۲ باشند، کدام گزینه می‌تواند 

 
- 

 
  

5 1
2 3  )۴ 	 

- 
 
  

1 3
2 1  )۳ 	 

 
 
  

1 2
2 1  )۲ 	 

- 
 
  

2 1
1 3  )۱

. در این صورت
x y

B
p q

 
=  

  
 و 

a b
A

c d
 

=  
  

فرض می‌کنیم 

a b x y ax bp ay bq
AB

c d p q cx dp cy dq
+ +     

= =     + +          
و

 
x y a b ax cy bx dy

BA
p q c d ap cq bp dq

+ +     
= =     + +          

AB برابر صفر است.  BA- چون مجموع درایه‌های روی قطر اصلی AB و BA با هم برابرند، پس مجموع درایه‌های روی قطر اصلی 
در بین گزینه‌ها فقط گزینۀ )۳( این ویژگی را دارد. 

A و … . A×2 A3 یعنی   ،A A× A2 یعنی  اگر A یک ماتریس مربعی از مرتبۀ n باشد، آن‌گاه منظور از 
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)9(

، کدام گزینه درست است؟ A
 

=  
  

2 2 0
0 2  و 

x y
A

 
=  -  1 1 اگر 

 x y= - =1 )۴ 	 x y= =1 )۳ 	 x y= - = -1 )۲ 	 x y= = -1  )۱

A، پس A A= ×2 چون 
x y x y x y xy y

A
x y

     + -
= =     - - - +          

2
2

1 1 1 1 1 1

 . y =1 x و  =1 ، در نتیجه 
x
y

- =
 + =

1 0
1 2

A، پس 
 

=  
  

2 2 0
0 2 از طرف دیگر، چون 

A کدام است؟ A+3 4 ، حاصل  A
 
 =  
  

0 1 3
0 0 4
0 0 0

اگر 

A )۴ 	 
 
 
 
  

3 1 0
4 0 0
0 0 0

 )۳ 	 I  )۲ 	 O  )۱

 .A A O O O+ = + =3 4 A و در نهایت،  O=4 A، پس  O=3 با محاسبۀ ماتریس A3 به‌دست می‌آید 

A5 چقدر است؟ ، مجموع درایه‌های ماتریس  A
 - - -
 = - - - 

- - -  

1 1 1
1 1 1
1 1 1

اگر 

 63  )۴ 	 - 63  )۳ 	 73  )۲ 	 - 73  )۱

A2 را پیدا می‌کنیم: ابتدا ماتریس 

A A
     - - - - - -
     = - - - - - - = = -     

- - - - - -          

2
1 1 1 1 1 1 3 3 3
1 1 1 1 1 1 3 3 3 3
1 1 1 1 1 1 3 3 3

A. به همین صورت می‌توان نتیجه  A A A( ) ( )= - = - - = -3 2 23 3 3 3 A را در A ضرب می‌کنیم:  A= -2 3 دو ط�رف براب�ری 

. در نتیجه  n nA A( ) -= - 13 گرفت 

A A A( )
 - - -
 = - = = - - - 

- - -  

5 4
81 81 81

3 81 81 81 81
81 81 81

 . A  uÄoUI¶ ÁIÀ¾ÄHnj Ì¼µ\¶ ( )= × - = -5 69 81 3 اکنون به‌دست می‌آید 

A1399 کدام است؟ ، ماتریس  A
 

=  - -  

120 144
100 120 اگر 

 A4  )۴ 	 O  )۳ 	 A-  )۲ 	 A )۱

. A O=1399 A. بنابراین  O
     

= = =     - - - -          

2 120 144 120 144 0 0
100 120 100 120 0 0 A2 را به‌دست می‌آوریم:  ابتدا ماتریس 
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کاربردها ماتریس و فصل اول:
)10(

a چقدر است؟ b- ، مقدار 
a b

A I
c d

( )
 

+ =  
  

6 A و 
 

=  
  

1 1
1 1 اگر 

۳۶ )۴ 	۱ )۳ 	۶ )۲ ۱( صفر	

A را به‌دست می‌آوریم تا شاید بتوان از روی  I( )+ 3 A و  I( )+ 2 A. اکنون  I
     

+ = + =     
          

1 1 1 0 2 1
1 1 0 1 1 2 می‌نویسیم 

آن‌ها جواب را به‌دست آورد:

A I A I      ( ) , ( )
           

+ = = + = =           
                      

2 32 1 2 1 5 4 5 4 2 1 14 13
1 2 1 2 4 5 4 5 1 2 13 14

در تمام ماتریس‌های بالا اگر درایۀ واقع در سطر اول و ستون دوم را از درایۀ واقع در سطر اول و ستون اول کم کنیم، حاصل برابر 1 می‌شود، 
a. توجه کنید که این استدلال برای تست به‌کار می‌رود و در مسئله‌های تشریحی جواب نمی‌دهد.  b- پس می‌توان حدس زد که 1=

nA برابر ۱۳۹9 باشد، مقدار n کدام است؟ A و مجموع درایه‌های ماتریس 
 

=  
  

1 1
0 1 اگر 

۱۳۹۸ )۴ 	۱۳۹۷ )۳ 	۱۳۹۶ )۲ 	۱۳۹۵ )۱

A3 را پیدا می‌کنیم: A2 و  ابتدا ماتریس‌های 

 A A     ,
           

= = = =           
                      

2 31 1 1 1 1 2 1 2 1 1 1 3
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1   

 . n =1397 ، در نتیجه  n + =2 1399 . بنابر فرض باید  n n
A

 
=  

  

1
0 1 اکنون می‌توان حدس زد که 

ویژگی‌های ضرب ماتریس‌ها

. AB BA= ویژگی ۱( ضرب ماتریس‌ها خاصیت جابه‌جایی ندارد. یعنی در حالت کلی نمی‌توان گفت 

 با هم جابه‌جایی دارند.
a b
b a

- 
 
  

۲( ماتریس‌های به شکل   با هم جابه‌جایی دارند.	
a b
b a

 
 
  

۱( ماتریس‌های به شکل 

 . A BC AB C( ) ( )= ویژگی ۲( برای سه ماتریس ضرب شوندۀ B ، A و C خاصیت شرکت‌پذیری برقرار است یعنی 

A2 کدام است؟ ، ماتریس BA B= AB و  A= اگر 
 O  )۴ 	I )۳ 	B )۲ 	A )۱

 . A AA AB A A BA AB A( ) ( )= = = = =2 می‌نویسیم 

، آن‌گاه برای پیدا کردن درایۀ واقع بر سطر i ام و ستون j ام ماتریس D به صورت زیر عمل می‌کنیم: ijABC D d[ ]= = اگر 

ijd A i B C j  o‰³H ³ ¼Tw H · w[ ] [ ]=
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)11(

A3 کدام است؟ ، درایۀ واقع بر سطر دوم و ستون سوم ماتریس  A i j[ ] ×= - 3 3 اگر 
۲ )۴ 	۵ )۳ 	۷ )۲ 	۶ )۱

A. اکنون می‌نویسیم
 - -
 = - 
  

0 1 2
1 0 1
2 1 0

ابتدا ماتریس A را به‌دست می‌آوریم: 

A A A AuÄoUI¶ ³¼w ·¼Tw » ³»j  â¾ÄHnj ³»j o‰ ³¼w ·¼Tww o‰w[ ] [ ]=

     - - - -
        = - - - = - - - - = + + =        
          

3

0 1 2 2 2
1 0 1 1 0 1 1 2 2 2 1 4 2 0 6

2 1 0 0 0

ویژگی ۳( برای سه ماتریس ضرب‌شوندۀ B ، A و C خاصیت توزیع‌پذیری برقرار است:
A B C AB AC B C A BA CA      ( ) , ( )+ = + + = +

A کدام است؟ A B B( )+ 2 ، حاصل  BA A= AB و  B= اگر A و B دو ماتریس هم‌مرتبه باشند، 
 A3  )۴ 	 A B( )+4  )۳ 	 A4  )۲ 	 B4  )۱

: B B=2 BA نتیجه می‌گیریم  A= AB و  B= از تساوی‌های 
B BA AAB B BAB B BA B B AB B( )× == → = ⇒ = → =2 2 2

A. اکنون می‌نویسیم A=2 B. به‌طور مشابه برای ماتریس A ثابت می‌شود  B= 2 AB، پس  B= چون 
A A B A B B A AB AB B A B B B AB B B B B( )( ) ( )( ) ( )( )+ + = + + = + + = + = + =2 2 22 2 2 2 4

. n nI A AI A= = ویژگی ۴( ماتریس همانی I را می‌توان به عنوان عضو خنثی در عمل ضرب ماتریس‌ها معرفی کرد: 

A7 کدام است؟ ، ماتریس A
 

=  - 

0 1
1 0 اگر 

 - 
 
 

1 0
0 1  )۴ 	  

 
 

0 1
1 0  )۳ 	  

 - 

0 1
1 0  )۲ 	 - 

 
 

0 1
1 0  )۱

A. اکنون می‌نویسیم I
-     

= = = -     - - -     
2 0 1 0 1 1 0

1 0 1 0 0 1 A2 را پیدا می‌کنیم:  ابتدا ماتریس 

A A A I A A( ) ( )
- 

= = - = - =  
 

7 2 3 3 0 1
1 0

 . n n nrA r A( ) = دقت کنید که اگر r عددی حقیقی و A ماتریسی مربعی باشد، به ازای هر عدد طبیعی n می‌نویسیم: 

A کدام است؟ A-7 4 ، ماتریس  A
- 

=  - 

2 1
3 2 اگر 

  
 - - 

1 2
2 3  )۴ 	 - 

 - 

1 1
3 3  )۳ 	 - 

 - 

1 1
3 3  )۲ 	  

 
 

1 0
3 1  )۱

 A A I I( )= = =6 2 3 3 A. اکنون می‌نویسیم  I
- -     

= = =     - -     
2 2 1 2 1 1 0

3 2 3 2 0 1 A2 را پیدا می‌کنیم:  ابتدا ماتریس 

. A A A I
- -     

- = - = - =     - -          

7 4 2 1 1 0 1 1
3 2 0 1 3 3 A. در نهایت به‌دست می‌آید: A A I A A= = × =7 6 و 
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کاربردها ماتریس و فصل اول:
)12(

b کدام است؟ c+  برقرار باشد، مقدار 
a b

A A
c d

   
=   

      

4 51 6
2 4 A و رابطۀ 

- 
=  -  

0 1
1 0 اگر 

 -4  )۴ 	۴ )۳ 	۵ )۲ 	 -5  )۱

A2 را پیدا می‌کنیم: ابتدا ماتریس 

A I
- -     

= = =     - -          

2 0 1 0 1 1 0
1 0 1 0 0 1

A. اکنون می‌نویسیم A A IA A= = =5 4 A و  A I I( )= = =4 2 2 2 در نتیجه 
a b
c d

-     
=     -          

1 6 0 1
2 4 1 0

 . b c+ = - - = -4 1 5 . پس  c = -1 b و  = -4 ، در نتیجه 
c d
a b

- -   
=   - -      

1 6
2 4 یعنی 

A برابر کدام است؟ A A+ +30 20 10 ، حاصل 
x

A
x

x

tan

tan
cos

- 
 =  -
  2

1
1 اگر 

 I-3  )۴ 	 I-  )۳ 	 I3  )۲ 	I )۱

. بنابراین x
x

tan
cos

+ =2
2

11 می‌دانیم 

xx x
xA

x x xx x x

x x
I

x x

tantan tan
cos

tan tan tancos cos cos

tan tan

tan tan

 -- -        = =     - -  -         

 - -
 = = -
 - - 

2
22

22 2 2

2 2

2 2

1 01 1
1 1 10

1 0
0 1

A. پس  A I I( ) ( )= = - = -10 2 5 5 A و  A I I( ) ( )= = - =20 2 10 10  ،A A I I( ) ( )= = - = -30 2 15 15 در نتیجه 
 A A A I I I I+ + = - + - = -30 20 10

A چقدر است؟ B+3 3 ، حاصل  B B I= -2 A و  A=2 اگر 
 A I-  )۴ 	 A B+  )۳ 	 A B I+ -  )۲ 	 B I-  )۱

می‌نویسیم 
A B AA BB AA B B I A B B A B I B A I( )+ = + = + - = + - = + - - = -3 3 2 2 2 2

ویژگ��ی ۵( )فاکتورگیری در ماتریس‌ها( اگر بخواهیم در یک عبارت ماتریس�ی از یک ماتریس فاکت�ور بگیریم، حتماً باید ماتریس مورد 
نظر در همۀ عبارت‌ها، از یک طرف ضرب شده باشد.

م 	:لاث
AB AC A B C AC BC A B C AB BC B

AB A A B I BA A B I A

SÎo¬ n¼T¨IÎ pH · RnIH¼UÂµº  ¸ÄH njL–( ) ( ) ( )

( ) ( )

• • •

• •

+ = + + = + +

+ = + + = +2 2 3 3
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عب��ارت  حاص��ل   ، AB
- 

=  
  

2 1
0 3 ک��ه  به‌ط��وری  باش��ند  دو  مرتب��ۀ  مربع��ی  ماتریس‌ه��ای   B و   A اگ��ر 

A کدام است؟ B A B
- -   

+   - -      

3 1 1 1
6 5 6 3

 
- 

 
  

1 2
3 0  )۴ 	 

 
 
  

1 0
0 1  )۳ 	 

- 
 
  

4 2
0 6  )۲ 	 

- 
 
  

2 1
0 3  )۱

در عبارت داده شده از سمت چپ از A و از سمت راست از B فاکتور می‌گیریم:

A B A B A B A B

A I B AB

( )

( )

- - - -         
+ = + =         - - - -                  

- -   
= = = =   

      

3 1 1 1 3 1 1 1 2 0
6 5 6 3 6 5 6 3 0 2

2 1 4 2
2 2 2 0 3 0 6

ویژگی ۶( ضرب ماتریس‌ها خاصیت حذف ندارد. یعنی گزارۀ زیر در حالت کلی درست نیست.
AB AC B C= ⇒ =

B را می‌توان در ماتریس A ضرب  C= عکس رابطۀ بالا درست است. یعنی دو طرف تساوی 
کرد. البته دقت کنید که جهت ضرب کردن A مهم است.

ویژگی ۷( ممکن است حاصل‌ضرب دو ماتریس غیرصفر، ماتریس صفر شود. به عبارت دیگر، اگر ضرب دو ماتریس برابر صفر شود، لزوماً 
هر دو یا حتی یکی از آن‌ها صفر نیست. اما عکس این مطلب درست است، یعنی 

A O B O AB OIÄ= = ⇒ =

م O حاصل ضرب دو ماتریس، ماتریس صفر ش�ده است، اما هیچ یک از 	:لاث
   

=   - -      

2 1 5 3
6 3 10 6 در ضرب ماتریس�ی 

ماتریس‌های ضرب شونده، ماتریس صفر نیستند.

ویژگی ۸( حاصل‌ضرب دو ماتریس قطری یک ماتریس قطری است.
a a aa

b b bb
c c cc

     ′ ′
     ′ ′=     
     ′ ′     

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

حاصل‌ضرب دو ماتریس قطری هم‌مرتبه خاصیت جابه‌جایی دارد. 

برای به توان رساندن یک ماتریس قطری کافی است درایه‌های قطر اصلی آن را به توان برسانیم.

م n	:لاث n

n

n

aa
b b

c c

       =         

0 00 0
0 0 0 0
0 0 0 0
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کاربردها ماتریس و فصل اول:
)14(

. A a d A ad bc( ) ( ) I= + - -2
2 ، آن‌گاه 

a b
A

c d
 

=  
  

اگر 

) کدام است؟ , )α β ، دوتایی  A A I= α +β2
2 A و 

- 
=  

  

2 1
5 4 اگر 

 ( , )4 13  )۴ 	 ( , )4 11  )۳ 	 ( , )2 13  )۲ 	 ( , )11 2  )۱

A2 را به‌دست می‌آوریم: راه‌حل اول ابتدا ماتریس 

A
- -     

= =     
          

2 2 1 2 1 9 2
5 4 5 4 10 21

بنابر فرض سؤال،

A A I
-     

= α +β ⇒ = α +β     
          

- α +β =- α +β α    = ⇒ ⇒β =    α α +β α =        

2
2

9 2 2 1 1 0
10 21 5 4 0 1

2 99 2 2
1310 21 5 4 2

) است.  , )2 13 ) برابر  , )α β α نیز صدق می‌کنند. پس زوج مرتب  +β =4 21 α و  =5 10 β در دو معادلۀ  α و  این مقادیر 

A. اکنون ب�ا مقایس�ۀ ای�ن برابری با تس�اوی  A I A I( ) ( )= - + - - - = +2
2 22 4 8 5 2 13 راه‌ح��ل دوم ب�ا توج�ه ب�ه نکت�ۀ قب�ل، 

. β =13 α و  =2 A به دست می‌آید:  A I= α +β2
2

α چقدر است؟ +β ، مقدار  A A I= α +β3 A و 
- 

=  
  

3 1
2 1 اگر 

۹ )۴ 	۸ )۳ 	 -8  )۲ 	 -9  )۱

. مقدار  A A A= -3 24 5 . دو طرف برابری را در A ضرب می‌کنیم:  A A I A I( ) ( )= + - + = -2 3 1 3 2 4 5 با توجه به نکتۀ قبل، 

. A A I A A I A A I( )= - - = - - = -3 4 4 5 5 16 20 5 11 20 A2 را در این برابری قرار می‌دهیم: 

 .α +β = - = -11 20 9 β. در نتیجه  = -20 α و  =11 A، پس  A I= α +β3 چون 

α چقدر است؟ +β ، مقدار  A A I= α +β4 A و 
- 

=  
  

1 1
1 0 اگر 

۲ )۴ 	 -2  )۳ 	۱ )۲ 	 -1  )۱

. دو طرف این برابری را به توان دو می‌رسانیم:  A A I A I( ) ( )= + - + = -2 1 0 0 1 توجه کنید که 

 A A I A I A A A I A A I( )( )= - - = - - + = - +4 2 2 2

A را قرار می‌دهیم: I- A2 مقدار  به جای 
A A I A I A( )= - - + = -4 2

 . α +β = β. در نتیجه 1- =0 α و  = یعنی 1-
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بررسی اتحادها در ماتریس‌ها

در حالت کلی اتحادهای جبری برای ماتریس‌ها برقرار نیست.

م 	:لاث
A B A AB B A B A B A B

A B A B A B A AB BA B A B A B A AB BA B

( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

 + ≠ + + + - ≠ - 
 
 + = +

•
+ = + + + + - =

•
- + -

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2

AB کدام است؟ BA+ ، ماتریس  A B
 

+ =  
  

3 2
2 3 B و 

 
=  

  

2 7 3
9 7  ، A

 
=  

  

2 0 3
3 3 اگر 

 
 
 
  

1 4
5 2  )۴ 	 

 
 
 
 

3 3
33
2

 )۳ 	 
 
 
  

6 6
0 3  )۲ 	 

 
 
  

2 2
2 1  )۱

، پس A B A AB BA B( )+ = + + +2 2 2 می‌دانیم 

AB BA A B A B( )
       

+ = + - - = - -       
              

       
= - - =       

              

2 2 2 3 2 3 2 0 3 7 3
2 3 2 3 3 3 9 7

13 12 0 3 7 3 6 6
12 13 3 3 9 7 0 3

، آن‌گاه اتحادها برای این ماتریس‌ها برقرار است. AB BA( )= اگر دو ماتریس A و B جابه‌جا شونده باشند 

م AB، آن‌گاه	:لاث BA= اگر 
A B A AB B A B A AB B A B A B A B              ( ) , ( ) , ( )( )+ = + + - = - + - + = -2 2 2 2 2 2 2 22 2

AI، پس I با هر ماتریس مربعی هم‌مرتبه‌اش در اتحادها صدق می‌کند: IA= چون 

A I A A I A I A A A I

A I A I A I A I A I A A I A I A I

 

 

( ) , ( )

( )( ) , ( )( )

+ = + + + = + + +

+ - = - = - + - + = + = +

2 2 3 3 2

2 2 2 2 3 3 3

2 3 3

B برابر کدام است؟ I-2 ، ماتریس  A B I- =2 A و  A=2 اگر A و ‌B دو ماتریس مربعی باشند، 
 O  )۴ 	A )۳ 	 I2  )۲ 	I )۱

B. چون  A A I= - +2 24 4 B. دو طرف تس�اوی را به ت�وان دو می‌رس�انیم:  A I= -2 A به‌دس�ت می‌آی�د  B I- =2 از تس�اوی 
 .B I I I O- = - =2 B، اکنون به‌دست می‌آید  A A I I= - + =2 4 4 A، پس  A=2

A1401 کدام است؟ . حاصل  A A I+ = -2 A ماتریسی مربعی است به‌طوری که 
 A-  )۴ 	 O  )۳ 	A )۲ 	I )۱

. یعن�ی  A I A A I A I O( )( ) ( )- + + = - ×2 A ض�رب می‌کنی�م:  I- A. دو ط�رف براب�ری را در  A I O+ + =2 می‌نویس�یم 
. A A I I( )= = =1401 3 467 467 A. اکنون به‌دست می‌آید  I=3 A، پس  I O- =3
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فصل اول

درس اول: ماتریس و اعمال روی ماتریس‌ها

پرسش های چهارگزینه ای

ماتریس و اعمال روی ماتریس‌‌ها

11 ij مفروض است. مجموع درایه‌های ماتریس A برابر کدام است؟-

i j
a i j

i j

 >
= =
 - <

5
7

2
ijA با درایه‌های  a[ ] ×= 3 3 ماتریس 

۳۰ )۴ 	۲۸ )۳ 	۲۱ )۲ 	۳۶ )۱

22 ij تعریف شده است. مجموع درایه‌های ماتریس A کدام است؟-
i j i ja

j i i j
 + ≥=  - <

2 2
2

ijA به صورت  a[ ] ×= 2 3 درایه‌های ماتریس 

۲۹ )۴ 	۲۵ )۳ 	۲۳ )۲ 	۱۷ )۱

33 a برابر کدام است؟- a a- +24 31 332 3 4 ij مفروض است. مقدار 

i j i j
a i j

i i j

 + >


= =
 - <

2
7

1
ijA با درایه‌های  a[ ] ×= 3 4 ماتریس 

۲۴ )۴ 	۲۰ )۳ 	۱۸ )۲ 	۲۲ )۱

44 ، مجموع درایه‌های ماتریس A کدام است؟- ij

i i j
a i j

j i j

 - >
= =
 <

0 A بدانیم  ×3 4 اگر در ماتریس 

۲۸ )۴ 	۲۰ )۳ 	۱۸ )۲ 	۱۲ )۱
55 چند تا از ماتریس‌های زیر قطری هستند؟-

, , , , , ,

     -
            
            -                   

     

3 0 0 0 0 0 1 0 00 5 4 0 3 0 2 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 55 0 0 4 0 0 0 3 0
0 0 9 0 0 0 0 5 1

۴ )۴ 	۳ )۳ 	۲ )۲ 	۵ )۱
66 کدام‌یک از ماتریس‌های زیر ماتریس اسکالر نیست؟-

 
- 

 -  

1 0
0 1  )4 	 

 
 
 
 
 

4 0 0
0 4 0
0 0 4

 )3 	 
 
 
 
 
 

0 0 5
0 5 0
5 0 0

 )۲ 	   5  )۱

77 x برابر کدام است؟- y z- +2
2

 مساوی باشند، مقدار 
x y

B
+ 

=  -  

3
2 3  و 

x y
A

z
- 

=  -  

9
2 1 اگر دو ماتریس 

 -4  )۴ 	۱۲ )۳ 	۶ )۲ 	 -2  )۱

88 ac برابر کدام است؟- bd- ، مقدار 
b c

a d
- -     

+ =     -     

2 3 5 5
4 3 4 1 اگر 

۷۹ )۴ 	۸۱ )۳ 	۷۱ )۲ 	۶۹ )۱
99 A برابر کدام است؟- B-2 ، مجموع درایه‌های ستون دوم ماتریس  B i j[ ] ×= -2

3 33 A و  ij[ ] ×= - 3 32 1 اگر 
۴۶ )۴ 	۴۴ )۳ 	۴۲ )۲ 	۴۰ )۱

فصل اول: ماتریس و کاربردها
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1010 ، مجموع درایه‌های بالای قطر اصلی  ij
j i i j

b i j i j
- <=  + ≥

، ک��ه در آن  ijB b[ ] ×= 3 3 ija و  i j= - ، که در آن  ijA a[ ] ×= 3 3 اگ��ر 

A چقدر است؟ B+ ماتریس 
۱ )۴ 	 -4  )۳ 	۴ )۲ ۱( صفر	

1111 ، کدام ضرب قابل تعریف است؟ ijC c[ ] ×= 3 5 ijB و  b[ ] ×= 4 3  ، ijA a[ ] ×= 2 3 اگر 

BA )۴ 	AC )۳ 	CB )۲ 	AB )۱
1212 کدام گزینه نادرست است؟

۱( حاصل‌ضرب دو ماتریس اسکالر، ماتریسی اسکالر است.
۲( حاصل‌ضرب دو ماتریس قطری، ماتریسی قطری است.

۳( حاصل‌ضرب یک ماتریس اسکالر و یک ماتریس قطری ماتریسی قطری است.

۴( حاصل‌ضرب یک ماتریس اسکالر و یک ماتریس قطری ماتریسی اسکالر است.

1313 AB برابر کدام است؟ BA- B را در نظر بگیرید. ماتریس 
- - 

=  
 

1 4
1 0 A و 

 
=  - 

1 2
1 3 ماتریس‌های 

  
 - 

2 10
3 2  )۴ 	 - 

 
 

2 10
3 2  )۳ 	  

 
 

1 10
3 1  )۲ 	  

 
 

0 0
0 0  )۱

1414 a کدام است؟ b-2 B مفروض‌اند. اگر ماتریس AB ماتریسی قطری باشد، مقدار 
- 

=  
 

1 2
3 2  و 

a
A b

 
=  - 

4
1 ماتریس‌های 

۱ )۴ 	 -5  )۳ ۲( صفر	 	۵ )۱

1515 A کدام است؟ A I+ -2 2 ، حاصل  A
 

=  - - 

2 4
2 4 اگر 

A )۴ 	I )۳ 	 I-  )۲ 	 O  )۱

1616 B مفروض‌اند. ماتریس AB چگونه است؟
 - -
 = - - 
 - - 

1 2 2
1 2 2
1 2 2

A و 
- 

=  - -  

1 1 0
2 1 1 دو ماتریس 

۴( ماتریس قطری ۳( ماتریس همانی	 ۲( ماتریس صفر	 ۱( ماتریس اسکالر	

1717 A5 کدام است؟ ، مجموع درایه‌های ستون اول ماتریس  A
 

=  
 

1 1
2 2 اگر 

۴۲۳ )۴ 	۲۴۳ )۳ 	۱۲۴ )۲ 	۳۲۴ )۱

1818 A3 کدام است؟ ، حاصل  A
 

=  
 

1 2
3 6 اگر 

 A7  )۴ 	 A49  )۳ 	 A36  )۲ 	 A6  )۱

1919 A7 برابر کدام است؟ ، مجموع درایه‌های ماتریس  A
 
 = - 
  

1 0 0
0 1 0
0 0 2

اگر 

۳۲ )۴ 	۱۲۸ )۳ 	۶۴ )۲ ۱( صفر	

2020 ، مجموع درایه‌های ماتریس A کدام است؟ A A I= +2
22 13 A و 

 
=  

  

2 9 2
10 21 اگر 

۲ )۴ 	 -8  )۳ 	 -2  )۲ 	۸ )۱

2121 A صدق می‌کنند. کدام نتیجه‌گیری همواره درست است؟ B A AB B( )- = - +2 2 22 دو ماتریس مربعی و هم‌مرتبۀ A و B در رابطۀ 

 AB O=  )۴ 	 AB BA=  )۳ 	 A B O= =  )۲ 	 A B I= =  )۱



کاربردها ماتریس و فصل اول:
)18(

ماتریس و اعمال روی ماتریس‌‌ها

2222 A مفروض است. کدام‌یک از تعاریف زیر می‌تواند مشخص‌کنندۀ این ماتریس باشد؟
 
 

=  
 
 

2 3 4
3 3 4
4 5 4

ماتریس 

 ij
j i j

a i j i j
+ ≤=  + >

1
 )۴ 	 ij

j i j
a j i j

+ <=  - ≥

1
1  )۳ 	 ij

j i i j
a i i j

j i j

 - >
= + =
 + <

1
2 1

 )۲ 	 ij
i i j

a j i i j
+ <=  + ≥

1
 )۱

2323 X کدام است؟ Y+2 ، مجموع درایه‌های ماتریس  X Y B- = X و  Y A+ =  ، B i j[ ] ×= + 2 24 3  ، A i j[ ] ×= - 2 22 اگر 
۵۲ )۴ 	۳۰ )۳ 	۴۵ )۲ 	۲۳ )۱

2424 m کدام است؟ n( , ) ، زوج مرتب  mA nB
- - 

- =  
 

3 4
5 0 B و 

 
=  - 

1 0
1 3  ، A

- 
=  

 

0 2
1 2 اگر 

 ( , )3 2  )۲ 	 	 ( , )- -3 2  )۱
۴( چنین زوج مرتبی وجود ندارد. 	 	 ( , )2 3  )۳

2525 a برابر کدام است؟ m- ، مقدار  c c= -11 22 c و  c=21 322  ، C A B= -2  ،
a m

B a
 - +
 =  

-  

1
2

4 1
 ،

a m
A

m

 -
 = - 
  

21
3 1
2

اگر 

 - 3
2
 )۴ 	 2

3
 )۳ 	 3

2
 )۲ 	 - 2

3
 )۱

2626  C ص��دق می‌کنند. مجموع درایه‌های ماتریس A B C AB( )+ + =2 B در تس��اوی 
- 

=  - 

1 0
2 1 A و 

- 
=  

 

1 1
0 1 دو ماتریس 

برابر کدام است؟
۴( صفر 	۲ )۳ 	 -1  )۲ 	۳ )۱

2727 A درست است؟ A I O+ - =2 2 ، به‌ازای چند مقدار k تساوی ماتریسی  A
k
- 

=  
  

1 1
2 اگر 

۲ )۴ 	۱ )۳ ۲( نامتناهی	 ۱( صفر	

2828 B2 کدام است؟ ، مجموع درایه‌های ماتریس  A B
 

+ =  
  

2 2
1 1 A و  B

 
+ =  

  

1 2
2 3 4 اگر برای دو ماتریس A و B بدانیم 

۲ )۴ 	۸ )۳ 	۱۰ )۲ 	۶ )۱

2929 AB برابر کدام است؟ B- ijB مفروض‌اند. حاصل‌جمع درایه‌های ماتریس  b i j[ ] [ ] ×= = - - 2
2 22 ijA و  a i j[ ] [ ] ×= = - 2 22 دو ماتریس 

 -40  )۴ 	 -30  )۳ 	 -20  )۲ 	 -10  )۱

3030 a کدام است؟ b- ، مقدار  c =22 c و 0 =21 16  ، ijC AB c[ ]= = B و  b a
 -
 =  
 - 

1 1 1
2

3 4 5
 ، A a

 -
 =  
  

1 2 3
2 2

0 1 0
اگر 

 -11 )۴ 	۶ )۳ 	۹ )۲ 	 -17  )۱

3131 A و ماتریس B هم مرتبۀ با A باشد به طوری‌که مجموع درایه‌های ستون‌های اول، دوم و سوم آن به‌ترتیب 
 
 

= - 
 - 

6 0 0
0 4 0
0 0 3

اگر 

7، 3 و 5 باشد، مجموع درایه‌های ماتریس BA کدام است؟
15 )4 	1 )3 	 -15  )2 1( صفر	

2



)19(

3232 ، مجموع مقادیر x کدام می‌تواند باشد؟ x
x

   
     - =    
   - - -   

2 1 3 1
3 1 1 0 2 10 0

2 4 2
در تساوی 

۴( صفر 	۱ )۳ 	۲ )۲ 	۴ )۱

3333  AB مفروض‌اند. اگر درایۀ واقع در سطر دوم و ستون سوم ماتریس 
m

B a
 -
 

=  
 
 

2 1 1
5 1 0

1 1 2 4
A و 

 
=  

  

1 2 3
3 1 1 ماتریس‌های 

برابر ۶ باشد، مقدار m کدام است؟
۴ )۴ 	۳ )۳ 	۲ )۲ 	۱ )۱

3434 ، کدام‌یک از تساوی‌های زیر به‌ازای هر عدد طبیعی n درست است؟ AB BA= ماتریس‌های A و B مربعی و هم‌مرتبه هستند. اگر 

۴( هر سه گزینه 	 n n nAB B A( ) =  )۳ 	 n n nAB A B( ) =  )۲ 	 n nA B BA=  )۱

3535 کدام گزینه همواره درست است؟
. B O= A یا  O= AB، آن‌گاه  O= ۱( اگر A و B ماتریس‌های مربعی هم‌مرتبه باشند و 

AB، آن‌گاه ماتریس‌های B و C مساوی‌اند. AC= ۲( اگر 
. A I= ، آن‌گاه  A I O( )- =2 ۳( اگر 

. A A A A× = ×3 2 2 3 ۴( اگر A ماتریس مربعی از مرتبۀ n باشد، آن‌گاه 

3636 ، درایۀ سطر دوم و ستون دوم ماتریس BAB کدام است؟ B

- 
 - =
 
 - 

1 4
3 1
2 2
3 2

A و 
- 

=  
  

2 1 1 3
0 6 1 2 اگر بدانیم 

۲ )۴ 	۳ )۳ 	۴ )۲ 	۵ )۱

3737 A2 کدام است؟ ، ماتریس  A I=3 a مفروض است. اگر 
A

- 
=  

 

1
1 0 ماتریس 

  
 - - 

0 1
1 1  )۴ 	 - 

 - 

1 0
0 1  )۳ 	  

 
 

0 1
1 1  )۲ 	 - 

 - 

0 1
1 1  )۱

3838 A20 با کدام‌یک از ماتریس‌های زیر برابر است؟ ، ماتریس  A
- 

=  - 

2 3
1 1 اگر 

 - 
 - 

1 3
1 2  )۴ 	  

 
 

0 1
1 0  )۳ 	 - 

 - 

1 3
1 2  )۲ 	  

 
 

1 0
0 1  )۱

3939 A20 برابر کدام است؟ ، ماتریس  A
- 

=  - 

1 1
2 2 اگر 

  
 
 

1 0
0 1  )۴ 	 - 

 - 

1 1
2 2  )۳ 	 - 

 - 

1 1
2 2  )۲ 	  

 
 

0 0
0 0  )۱

4040 A1394 کدام است؟ ، مجموع درایه‌های روی قطر اصلی ماتریس  A
 

=  - - 

1 3
1 2 اگر 

 -2  )۴ 	 -1  )۳ 	۲ )۲ ۱( صفر	

4141 A101 مجموع درایه‌ها کدام است؟ ، در ماتریس  A
 

=  - 

1 1
1 0 اگر 

۲ )۴ 	 -1  )۳ 	۱ )۲ ۱( صفر	



کاربردها ماتریس و فصل اول:
)24(

8686 A400 برابر کدام است؟ ، ماتریس  A A I O- + =2 اگر 
I )۴ 	 I-  )۳ 	 A-  )۲ 	A )۱

8787 A برابر کدام است؟ A+1398 608 A صدق می‌کند. ماتریس  I A I( )- = ماتریس مربعی A در برابری 

 A I-2  )۴ 	 A2  )۳ 	A )۲ 	 I A-2  )۱

8888 A3 برابر کدام است؟ ، حاصل‌ضرب درایه‌های قطر اصلی ماتریس  A
 

=  
-  

5 4 2 0
0 9 3

اگر 

 -6 6  )4 	-12  )3 	12 )2 	6 6  )1

8989 n برابر 245 است. مرتبۀ ماتریس A کدام است؟ nA i
×

= +  1 مجموع درایه‌های ماتریس 

9 )4 	8 )3 	7 )2 	6 )1

9090 A برابر کدام است؟
cos sin

sin cos

   
   
      

0 0
12

0 0
30 0 30 0
30 0 30 0

، مجموع درایه‌های ماتریس  A
tan

cot

 -
 =
  

0

0
0 60
60 0

اگر 

 + 13
4
 )4 	 +3 1

4
 )3 	3

4
 )2 	1 )1

9191 A2 ماتریسی اسکالر باشد، کمترین مقدار ممکن abc کدام است؟  ماتریسی قطری و 
a c a b

A
b b
+ - 

=  +  

2
2 1 اگر ماتریس 

- 3
4
 )4 	- 1

4
 )3 	1

4
 )2 	3

4
 )1

9292 ac برابر کدام است؟ a b′ ′-  صدق می‌کند. حاصل 
a b c

A
a b c

   
   -=   
   ′ ′ ′-   

2
3 4 6 2
1

ماتریس A در تساوی 

  24 )4 	64
9

 )3 	48 )2 	 64
3

 )1

9393 α برابر کدام است؟ +β2 2 x باشند، مقدار 
x

   
   -  =    
   - - -   

2 1 3 1
3 1 1 0 2 10 0

2 4 2
β ریشه‌های معادلۀ  α و  اگر 

10 )4 	8 )3 	11 )2 	3 )1

9494 + برابر کدام است؟
α β2 2
1 1  باشند، حاصل 

x x
x

   
   - -  = -    
   -   

2 1
1 2 1 1 0 2 1

1 1 1 1
β ریشه‌های معادلۀ  α و  اگر 

 5
2
 )4 	2 )3 	4 )2 	7 )1

کنکور سراسری

9595 خارج از کشور ریاضی– 92 A4 كدام است؟� ، ماتریس  A
 -
 

= - 
 - 

3 3 4
2 3 4
0 1 1

اگر 

4( همانی 3( قطری و غیراسکالر	 2( ماتریس صفر	 1( اسکالر غیرهمانی	



)25(

9696 		 A کدام است؟ A-2 4 ij تعریف شده است. مجموع درایه‌های ماتریس 

i j
a

i j

== 
≠

1

2
ijA به صورت  a[ ] ×= 3 3 ماتریس 

خارج از کشور ریاضی - 96 �
21 )4 	18 )3 	15 )2 	12 )1

9797 تجربی - 97 A کدام است؟� A× ، مجموع درایه‌های ماتریس  A
- 

=  
  

1 2
3 4 اگر 

44 )4 	42 )3 	40 )2 	36 )1

9898 C2 کدام است؟ ، مجموع درایه‌های قطر اصلی ماتریس 
A

C
B

 
=  

  
B و 

 
 

=  
 
  

1 1 1 4
6 2
1 1 1 1
24 8 4

 ، A
 
 =  
  

1 3 6 24

1 1 2 8
3

اگر 

ریاضی - 97 �

24 )4 	20 )3 	18 )2 	16 )1

9999 ریاضی - 98 ،عدد غیرصفر x کدام است؟�
x

x x x
   -
    - - =    
   -   

3 1 1
2 1 4 0 2 2 0

1 2 0 1
از رابطۀ ماتریسی 

 3
5
 )4 	 4

9
 )3 	 3

8
 )2 	 2

9
 )1

10010 خارج از کشور ریاضی - 98 ، یک ماتریس قطری است؟�
x

y

- 
-   ×        

2 21 4
1 02 3 1

1
به‌ازای کدام مقدار x و y ماتریس 

y = -5 x و  =1  )4 	y = -5 x و  =2  )3 	y = -7 x و  =2  )2 	y = -7 x و  =1  )1



پاسخ پرسش های چهارگزینه ای

فصل چهارم

بنابر تعریف درایه‌های ماتریس A برابر است با11 	۴
a a a

a a a

a a a

, ,

, ,

, ,

= =- =-

= = =-

= = =

11 12 13

21 22 23

31 32 33

7 2 2

5 7 2

5 5 7

بنابراین

A

 - -
 

= - 
 
  

7 2 2

5 7 2

5 5 7

پس مجموع درایه‌های ماتریس A برابر است با
( ) ( ) ( )+ + - = + - =3 5 3 7 3 2 15 21 6 30

ابتدا درایه‌های ماتریس A را به‌دست می‌آوریم:22 	۴
a a a

a a a

, ,

, ,

= = =

= = =
11 12 13

21 22 23

3 3 5

6 8 4

. اکنون به‌دست می‌آید A
 

= 
  

3 3 5

6 8 4
بنابراین 

A uÄoUI¶ ÁIÀï¾ÄHnj Ì¼µ\¶ = + + + + + =3 3 5 6 8 4 29

33،A با توجه به تعریف درایه‌های ماتریس 	۱
a a a, ,= - = = + = =2

24 31 332 1 3 3 1 4 7
aبنابراین a a ( ) ( ) ( )- + = - + =24 31 332 3 4 2 3 3 4 4 7 22
درایه‌های ماتریس A را به‌دست می‌آوریم:44 	۱

a a a a

a a a a

a a a a

, , ,

, , ,

, , ,

= = = =

=- = = =

=- =- = =

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

0 2 3 4

2 0 3 4

3 3 0 4

 A پس مجموع درایه‌های ماتریس ، A

 
 

= - 
 

- -  

0 2 3 4

2 0 3 4

3 3 0 4

بنابراین 

برابر ۱۲ است.
ماتری�س قط�ری، ماتریس�ی مربعی اس�ت ک�ه تم�ام درایه‌های 55 	۴

غیرواقع بر قطر اصلی آن صفر هس�تند و درایه‌های واقع بر قطر اصلی می‌توانند 

 ،
 
 
 
 
 

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 ،
 
 
  

3 0

0 0
صف�ر باش�ند یا نباش�ند. پ�س ماتریس‌ه�ای 

 قطری هستند و بقیه قطری نیستند.
 
 

-  

4 0

0 4
 و 

 -
 
 
 
 

3 0 0
0 0 0
0 0 9

ماتریس اس�کالر، ماتریس�ی قطری اس�ت که تمام درایه‌های روی 66 	۲
قطر اصلی آن با هم برابر باشند. پس ماتریس گزینۀ )2( ماتریس اسکالر نیست.

دو ماتری�س هم‌مرتبه مس�اوی‌اند هرگاه درایه‌ه�ای آن‌ها نظیر به 77 	۴
، پس A B= نظیر با هم برابر باشند. چون 

x y
x x y

x y
z z

,
- =

⇒ = ⇒ = = + =
 - =- ⇒ =-

3
2 12 6 39

1 3 2

. x y z- + = - - =-62 3 4 4
2 2

بنابراین 

در دو ماتریس مساوی درایه‌های نظیر هم مساوی‌اند، پس88 	۲
b c b c

a d a d

- - + -         
+ = ⇒ =         

- -                  

2 3 5 5 3 3 5

4 3 4 1 7 4 1

cدر نتیجه
b b

d
a a

=
 + =- ⇒ =-
 =
 - = ⇒ =

3
3 5 8

7
4 1 5

. ac bd ( )( ) ( )( )- = - - =5 3 8 7 71 بنابراین 
با تعریف ماتریس‌های A و B درایه‌های این دو ماتریس را تعیین می‌کنیم:99 	۴

A B i j   [ ij ] , [ ]× ×

   - - -
   

= - = = - = - -   
   
   

2
3 3 3 3

1 3 5 2 5 8
2 1 3 7 11 3 1 2 5

5 11 17 6 3 0

فق�ط   . A B
   - - -
   

- = - - -   
   
   

1 3 5 2 5 8
2 2 3 7 11 1 2 5

5 11 17 6 3 0
بنابرای�ن 

 . A B
? ?

? ?

? ?

 
 

- = 
 
 

11
2 16

19
A را لازم داریم، پس  B-2 س�تون دوم ماتریس 

A برابر است با B-2 در نتیجه مجموع درایه‌های ستون دوم ماتریس 
 + + =11 16 19 46

ابتدا درایه‌های بالای قطر اصلی ماتریس‌های A و B را به‌دست می‌آوریم:101 	۱
a

a A

a

?

? ?

  = - =- - -
   = - =- ⇒ = - 

 
= - =-    

12

13

23

1 2 1 1 2

1 3 2 1

2 3 1

 
b

b B

b

?

? ?

  = - =
   = - = ⇒ = 

 
= - =    

12

13

23

2 1 1 1 2

3 1 2 1

3 2 1

        

. A B ?

? ?

 
 

+ = 
 
  

0 0

0 پس 

A برابر صفر است. B+ بنابراین مجموع درایه‌های بالای قطر اصلی ماتریس 

فصل چهارم: پاسخ های تشریحی
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ض�رب دو ماتری�س در صورت�ی قاب�ل تعریف اس�ت ک�ه تعداد 111 	3
س�تون‌های ماتریس اول با تعداد س�طرهای ماتریس دوم برابر باش�د. در اینجا 
3× است، پس ماتریس  5 2× و ماتریس C ماتریسی  3 ماتریس A ماتریس�ی 
2× اس�ت. س�ایر گزینه‌ها این ویژگی را ندارند و  5 AC قابل تعریف و از مرتبۀ 

ضرب آن‌ها قابل تعریف نیست.

A یک ماتریس اسکالر و ماتریس 121
 
 

= 
 
 

2 0 0
0 2 0
0 0 2

ماتریس  	۴

B یک ماتریس قطری اس�ت. اکن�ون ماتریس AB را 
 
 

= 
 - 

5 0 0
0 3 0
0 0 1

پیدا می‌کنیم:

AB
     
     

= =     
     - -     

2 0 0 5 0 0 10 0 0
0 2 0 0 3 0 0 6 0
0 0 2 0 0 1 0 0 2

بنابراین ماتریس AB یک ماتریس اسکالر نیست، پس گزینۀ )۴( نادرست است.

ابتدا ماتریس‌های AB و BA را پیدا می‌کنیم:131 	۳

AB

BA

- - -     
= =     -          

- - -     
= =     -          

1 2 1 4 1 4
1 3 1 0 4 4

1 4 1 2 3 14
1 0 1 3 1 2

بنابراین

AB BA
- - -     

- = - =     
          

1 4 3 14 2 10
4 4 1 2 3 2

ابتدا ماتریس AB را پیدا می‌کنیم:141 	۱
a a a

AB
b b b

- + - +     
= =     

- - - -          

4 1 2 4 3 8 2

1 3 2 3 2 2

در ماتریس قطری درایه‌های بالا و پایین قطر اصلی صفر هستند، پس
a a

b b

- + = ⇒ =


- = ⇒ =

8 2 0 4

3 0 3

. a b- = - =2 8 3 5 پس 

A2 را به‌دست می‌آوریم:151 راه‌حل اول ابتدا ماتریس  	۲

A A A
- -     

= × = =     
- - - -          

2 2 4 2 4 4 8

2 4 2 4 4 8

بنابراین

A A I

I

- -     
+ - = + -     

- -          
- 

= =- 
-  

2 4 8 2 4 1 0
2 2

4 8 2 4 0 1

1 0

0 1

 . A a d A ad bc I O( ) ( )- + + - =2 ، آن‌گاه 
a b

A
c d

 
= 

  
راه‌حل دوم اگر 

بنابراین

 A A A O
 

= ⇒ + = 
- -  

22 4
2

2 4
 

 . A A I O I I+ - = - =-2 2 در نتیجه 

راه‌حل اول ماتریس AB را به‌دست می‌آوریم:161 	۲

AB

 - -
 - 
  = - -
  - -   - - 

- + + - + - + +   
   = =
   - + + - - - + +   

1 2 2
1 1 0

1 2 2
2 1 1

1 2 2

1 1 0 2 2 0 2 2 0 0 0 0

2 1 1 4 2 2 4 2 2 0 0 0

پس AB ماتریس صفر است.
3× است، پس  3 2× و ماتریس B از مرتبۀ  3 راه‌حل دوم ماتریس A از مرتبۀ 
2× اس�ت، پس AB ماتریس مربعی نیست. بنابراین  3 ماتریس AB از مرتبۀ 
AB نمی‌توان�د ماتری�س اس�کالر یا همانی یا قطری باش�د، زیرا ای�ن ماتریس‌ها 

مربعی هستند. پس تنها گزینۀ )۲( می‌تواند درست باشد.

توجه کنید که171 	۳

A A A

A A A

A A A

     
= × = =     

          
     

= × = =     
          

     
= × = =     

          

2

3 2

5 2 3

1 1 1 1 3 3
2 2 2 2 6 6

3 3 1 1 9 9
6 6 2 2 18 18

3 3 9 9 81 81
6 6 18 18 162 162

+ است. =81 162 243 A5 برابر  مجموع درایه‌های ستون اول ماتریس 

A را پیدا می‌کنیم:181 A× ابتدا  	۳

A A A
       

× = = = =       
              

1 2 1 2 7 14 1 2
7 73 6 3 6 21 42 3 6

پس
 

A A
A A A A A A A A( )= × × = × = =3

7 7
7 7 7 49  

A ماتریس قطری اس�ت و می‌دانی�م حاصل‌ضرب ماتریس‌های 191 	۳
قطری یک ماتریس قطری است. بنابراین

A

( )

( )

    
    
   = - = - = - 
    
          

7 7

7 7

7 7

1 0 01 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0 0 1 0

0 0 2 0 0 2 0 0 2

72= است. 128 A7 برابر  پس مجموع درایه‌های ماتریس 



پاسخ های تشریحی فصل چهارم:
)202(

بنابر فرض سؤال،202 	۱

A A I A

A A A

   
= + ⇒ = +   

      
- -       

- = ⇒ = ⇒ =       
              

2
2

9 2 1 0
2 13 2 1310 21 0 1

9 2 13 0 4 2 2 1
2 210 21 0 13 10 8 5 4

- است. + + + =2 1 4 5 8 پس مجموع درایه‌های ماتریس A برابر 
A را به‌دست می‌آوریم. می‌دانیم در ماتریس‌ها 212 B( )- 2 ماتریس  	۳

نمی‌توان از اتحادهای جبری استفاده کرد. پس
A B A B A B A AB BA B( ) ( )( )- = - - = - - +2 2 2

، بنابراین A B A AB B( )- = - +2 2 22 بنابر فرض 

A AB BA B A AB B

AB BA AB AB BA

- - + = - +

- - =- ⇒ =

2 2 2 22

2
توجه کنید از اتحادهای جبری در ماتریس‌ها در صورتی می‌توانیم اس�تفاده کنیم 

که ضرب ماتریس‌ها خاصیت جابه‌جایی داشته باشد.
a12 از رابطۀ i+1 به‌دس�ت می‌آید، پس 222 در گزین�ۀ )۱(، درای�ۀ  	۴

، در صورتی که در ماتریس A این درایه برابر ۳ است. پس گزینۀ )۱(  a =12 2
نادرست است.

، در  a =12 5 j+2 به‌دس�ت می‌آید، پس  a12 از رابطۀ 1 در گزین�ۀ )۲(، درایۀ 
صورتی که در ماتریس A این درایه برابر ۳ است. پس گزینۀ )2( نادرست است.
a که در  =11 0 a11 از رابطۀ j-1 تعیین می‌ش�ود، پس  در گزین�ۀ )۳(، درای�ۀ 

ماتریس A این درایه برابر ۲ است. پس گزینۀ )۳( نادرست است.
232 B و   A ماتریس‌ه�ای  برحس�ب  را   X Y+2 ماتری�س  ابت�دا  	۳

Aبه‌دست می‌آوریم: BXX Y A A BX Y A B
X Y B A BY

( )

+ =+ =   -⇒ ⇒ + = + + 
- = -  =

2 2 1
2

2
A را  B- A و  B+ ب�ا توجه ب�ه تعریف ماتریس‌ه�ای A و B ماتریس‌ه�ای 

به‌دست می‌آوریم:
A B i j i j i j

A B i j i j i j

[ ] [ ] [ ] ( )

[ ] [ ] [ ] ( )

× × ×

× × ×

+ = - + + = +

- = - - + = - -
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 4 3 6 2 2

2 4 3 2 4 3
) نتیجه می‌شود )3 ) و  )2  ،( )1 از تساوی‌های 

X Y i j i j i[ ] [ ] [ ]× × ×
 

+ = + + - - = = 
  

2 2 2 2 2 2
5 5

2 6 2 2 5 10 10
+ است. + + =5 5 10 10 30 X برابر  Y+2 بنابراین مجموع درایه‌های ماتریس 

ماتریس‌های A و B را در معادلۀ زیر قرار می‌دهیم: 242 	۴

 mA nB
- - 

- = 
  

3 4
5 0

m n

n n
n m m m

m n m n m n
m n

- - -     
- =     -          

- =- ⇒ =
- - - - - =- ⇒ =    = ⇒    + - + =       
 - =

0 2 1 0 3 4
1 2 1 3 5 0

3 3
2 3 4 2 4 2

2 3 5 0 5
2 3 0

توجه کنید مقادیر m و n به‌دس�ت آمده در معادلۀ چهارم صدق نمی‌کنند، پس 
n قابل‌قبول نیست. =3 m=2 و 

C را به‌دست می‌آوریم:252 A B= -2 ابتدا درایه‌های ماتریس  	۲

a m a m a m m
C A B a a

m m

    - - + - - -
    = - = - - = - -    - +        

2 21 1 3 2 2 1
2 2 3 1 2 6 4

2 4 1 0 2 1
اکنون بنابر فرض سؤال،

a

c c a a a

c c a m m a

m m

( )

( )

=

=- ⇒ - =- - ⇒ - = ⇒ =

= ⇒ - = + ⇒ + =

→ + = ⇒ =

11 22

21 32

2

3 2 4 3 2 4 2

2 6 2 2 1 4 4

14 2 4
2

. a m- = - =1 32
2 2

بنابراین 

A و AB را پیدا می‌کنیم:262 B( )+ 2 ابتدا ماتریس‌های  	۱

A B

A B A B A B( ) ( )( )

- - -     
+ = + =     -          

- - -     
+ = + + = =     -          

2

1 1 1 0 0 1
0 1 2 1 2 0

0 1 0 1 2 0
2 0 2 0 0 2

در ضمن،
AB

- - -     
= =     - -          

1 1 1 0 3 1
0 1 2 1 2 1

بنابراین

C AB A B( )
- - -     

= - + = - =     - -          

2 3 1 2 0 1 1
2 1 0 2 2 1

 . - + + + =1 1 2 1 3 در نتیجه مجموع درایه‌های ماتریس C برابر است با 

A2 را پیدا می‌کنیم:272 راه‌حل اول ابتدا ماتریس  	۳
k

A A A
k k k k

- - - - -   
= × = =    

+ - +          

2
2

1 11 1 1 1
2 2 2 2 2

پس
A A I O

k
O

kk k

k

k k k

+ - =

- - -  -   
+ - =     

+ - +          
- -   

=   
+ + -      

2

2

2

2

1 1 1 1 1 0
2 2 0 12 2 2

0 3 0 0
0 02 6 2 3

در نتیجه
k k

k k

k k k k k kIÄ( )( )

 - - = ⇒ =-
 + = ⇒ =-


+ - = ⇒ + - = ⇒ =- =
2

3 0 3

2 6 0 3

2 3 0 3 1 0 3 1
k ک�ه در هر س�ه معادله صدق می‌کند قابل قبول اس�ت. پس  =-3 بنابرای�ن 

به‌ازای یک مقدار k تساوی ماتریسی داده شده برقرار است.
راه‌حل دوم توجه کنید که

 A A k A k
k

( ) ( ) I
- 

= ⇒ = + - + 
  

21 1
1 22

. در نتیجه k A k I I A( ) ( )+ - + = -1 2 2 ، بنابراین  A I A= -2 2 طبق فرض 

 
k k

k k( )

+ =- ⇒ =-


- + = ⇒ =-

1 2 3

2 1 3
 

پس فقط یک مقدار برای k به دست می‌آید.



)203(

ابتدا ماتریس B را به‌دست می‌آوریم:282 	۲

A B A B

A B A B

B B
´Ã¹¨ïÂ¶ Íµ]

     
+ = + =     

         ⇒ 
- -    

- + = - - =     - -         
- -   

→ - = ⇒ =   
- -      

1 2 1 2
2 2

3 4 3 4

2 2 4 4
2 2 2

1 1 2 2

3 2 3 2

1 2 1 2

B B B
     

= × = =     
- - - - -          

2 3 2 3 2 7 2

1 2 1 2 1 2

+ است. + - =7 2 2 1 10 B2 برابر  پس مجموع درایه‌های ماتریس 
ابتدا ماتریس‌های A و B را می‌نویسیم:292 	۴

A B,
- -   

= =   
- -      

1 0 3 6

3 2 5 8

. بنابراین AB
- - - -     

= =     
- - - -          

1 0 3 6 3 6

3 2 5 8 19 34
پس 

AB B
- - - -     

- = - =     
- - - - - -          

3 6 3 6 0 0

19 34 5 8 14 26

40- است. AB برابر  B- در نتیجه مجموع درایه‌های ماتریس 
، پس303 c =21 16 چون  	1

a b a b

 
 

  = + + =    
  

1

2 2 2 6 16

3

c به‌دست می‌آید: =22 0 . همچنین از  a b+ =2 10 یعنی 

a a a a

 -
 

  =- + + =    
  

1

2 2 2 8 0

4

، یعنی  b- + =8 2 10 a به‌دس�ت می‌آید  b+ =2 10 . از برابری  a =-8 پ�س 
. a b- =- - =-8 9 17 . اکنون می‌نویسیم  b=9

ص�ورت 313 ای�ن  در   .
a b c

B d e f

g h k

 
 

= 
 
  

می‌کنی�م  ف�رض  	4

ماتریس BA برابر است با

 
a b c a b c

BA d e f d e f

g h k g h k

     - -
     

= - = - -     
     

- - -          

6 0 0 6 4 3

0 4 0 6 4 3

0 0 3 6 4 3

. بنابراین  c f k+ + =5 b و  e h+ + =3  ، a d g+ + =7 بنابر فرض سؤال 

 

BA

a d g b e h c f k

a d g b e h c f k

uÄoUI¶ ÁIÀï¾ÄHnj Ì¼µ\¶

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

= + + - - - - - -

= + + - + + - + + = - - =

6 6 6 4 4 4 3 3 3

6 4 3 6 7 4 3 3 5 15

 

ابتدا حاصل‌ضرب را به‌دست می‌آوریم:323 	۱

x x x

x
x

x x x x x
x

[ ]

 
    - = + - -    
 - - - 
   
     -    
   - - -   

 
  = + - - = + - + -  
 
 

2

2 1 3
3 1 1 0 2 4 1 7 2

2 4 2

2 1 3 1
3 1 1 0 2 10

2 4 2

1
4 1 7 2 10 4 10 7 2

حاصل به‌دست آمده را برابر صفر قرار می‌دهیم:
x x x x x

x x x      x,

+ - + - = ⇒ - + =

- + = ⇒ = =

2 2

2

4 10 7 2 0 2 8 6 0

4 3 0 1 3
پس مجموع مقادیر x برابر ۴ است.

333 ، AB برای به‌دست آوردن درایۀ سطر دوم و ستون سوم ماتریس 	۱
باید سطر دوم ماتریس A را در ستون سوم ماتریس B ضرب کرد:

m
m m

 
   = ⇒ + + = ⇒ =  
 
 

3 1 1 1 6 3 1 2 6 1
2

AB درس�ت هستند. درستی هر 343 BA= همۀ گزینه‌ها با فرض  	۴
n بررسی می‌کنیم. با استفاده از خاصیت شرکت‌پذیری  =3 سه حکم را به‌ازای 

ضرب می‌نویسیم:
گزینۀ )۱(

A B AAAB AA AB AA BA A AB A

A BA A AB AA BA AA BA

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

= = = =

= = = =

3

3

گزینۀ )۲(





AB AB

AB

AB AB AB AB A BA BA B

AA BA BB AAABBB A B

( ) ( )( )( ) ( )( )

( )

= =

= = =

3

3 3

گزینۀ )۳(





BA BA

BA

AB BA BA BA BA B AB AB A

BB AB AA BBBAAA B A

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )

( )

= = =

= = =

3 3

3 3

به همین ترتیب برای مقادیر دیگر n می‌توانیم درستی این تساوی‌ها را ثابت کنیم.
در ضرب ماتریس‌ها قانون حذف برقرار نیس�ت، پس گزینۀ )۲( 353 	۴

، آن‌گاه لزومی ندارد A یا B ماتریس  AB O= نادرس�ت اس�ت. در ضمن اگر 
 . A O= ، آن‌گاه لازم نیست  nA O= صفر باشند و اگر 

، آن‌گاه A
 

= -  

2 1
1 0

برای رد گزینۀ )3( به عنوان مثال، اگر 

 A I A I O( )
 

- = ⇒ - = - -  

21 1
1 1  

. پس گزینۀ )۴( درست است، زیرا می‌توان نوشت A I≠ ولی 
k k k

k

A A A A A A A A A- -

-

= × × × × = × = ×1 1

1



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