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مقدمه مؤلف

بسمهتعالی

سـام و عـرض ادب و احتـرام خدمـت یکایـک دانش آمـوزان محتـرم کـه هم اکنـون مشـغول مطالعه این 
کتـاب هسـتند. امیـدوارم  تـا بـه امـروز در مسـیر درسـتی قـرار گرفتـه باشـید و بهترین هـا در انتظارتـان 
باشـد. رقابـت دوسـتان نظـام قدیـم به اتمام رسـیده و اکنون نوبت شماسـت کـه در این ماراتـن بجنگید 
تـا بـه اهـداف و آرزوهایتان برسـید. درس ریاضـی از تأثیرگذارترین دروس رشـته تجربی اسـت که با یک 
برنامه ریـزی و مطالعـه اصولـی می توانیـد بـه سـرعت شـاهد افزایـش درصـد خـود باشـید؛ پـس توصیـه 

می کنـم بـه ایـن درس با دقـت و توجـه بیشـتری بپردازید. 
مـن تمـام تجـارب خـود را در طـی چنـد سـال گذشـته کنـار هم گذاشـتم تـا یک کتـاب کامـل و در عین 
حـال خاصـه را تقدیـم شـما عزیـزان کنـم و در ایـن کتـاب هیـچ مطلبـی خـارج از کتـاب درسـی گفتـه 
نشـده و تمـام تاشـم بـر ایـن بـوده کـه کتـاب بـا رویکـرد جدیـد مؤلفیـن کتـاب درسـی منطبق باشـد؛ 
داشـته اند،  تسـت  طراحـی  قابلیـت  ...کـه  و  فعالیت هـا  کاردرکاس هـا،  تمرین هـا،  تمـام  از  بنابرایـن 

اسـتفاده کـرده ام.
تسـت های کنکـور سـنوات گذشـته در کتـاب آورده شـده تـا شـما بـا حـلّ ایـن تسـت ها و تسـت های 

تألیفـیِ برگرفتـه از کتـاب درسـی بـه اوج آمادگـی برسـید.
در نهایت از خداوند می خواهم که هر آنچه به صاحتان است، برایتان اتفاق بیفتد.

  



تشکر و قدردانی

 از مدیـر محتـرم انتشـارات دریافـت، آقـای دکتـر هامـون سـبطی اسـتاد گرانقـدر و عزیـزم کـه طی این 
سـال ها همـواره پشـتیبان مـن بودنـد و حمایتشـان را از مـن دریـغ نکردنـد، تشـکر می کنـم؛ بی شـک 

عاقـه مـن بـه تدریـس و تألیـف، نتیجـه تدریـس بی نظیـر ایشـان در گذشـته بوده اسـت.
 از مدیـر تألیـف محتـرم نشـر دریافـت؛ آقـای علـی امین صادقیـه و همین طـور مدیـر فنّی، جنـاب آقای 

حسـین نـوری بابـت پیگیـری و نظارت بـر آماده سـازی کتاب بسـیار سپاسـگزارم.
از اسـتاد گرانقـدر آقـای مهنـدس سـروش مویینـی کـه منـت بـر مـن گذاشـته و در جهـت بهبـود کتـاب، 
نظـرات سـازنده ای ارائـه دادند، تشـکر می کنم. از اسـاتید محترم آقایان احسـان لعل، آریـن تفضلی زاده، 
امید شـیری نژاد، و محمدسـجاد نقیه بابت بازخوانی علمی برخی فصول نهایت تشـکر را دارم. از اسـتاد 
محمدحسـین انوشـه دبیـر برجسـته شـیمی کنکـور کـه هماننـد پـدری مهربـان همـواره مشـوّق مـن در 
حـوزه آمـوزش بوده انـد، تشـکر می کنـم. از اسـتاد علی پناهی شـایق، دبیر برجسـته زیسـت کنکـور بابت 

دلگرمی و تشـویق ایشـان سپاسـگزارم.
از خانم ها زهرا محمدبیگی و زهرا خطیبی بابت ویرایش علمی کتاب تشکر می کنم.

از تیـم تایـپ، خانم هـا فرناز صفی و افسـانه بابایـی؛ صفحه آرایی، خانم مینا طاهرشـمس؛ رسـم تصاویر 
و اَشـکال، خانـم زهـرا امیـن صادقیـه و آقـای شـاهرخ آریـا و سـرکار خانـم طاهـره السـادات فاطمی که 

زحمـات بسـیاری در چاپ کتاب متحمّل شـدند، بسـیار سپاسـگزارم.
در نهایـت از تمامـی دانش آمـوزان و دبیـران محتـرم در سراسـر کشـور خواهشـمندم نظـرات خـود را از  

یکـی از راه هـای زیـر بـا بنـده در میـان بگذارند. 
 masoud.ghazali1994@gmail.com 

 masoud.ghazali_riyazi 

 @riyazi_20 

 موفق و سربلند باشید
 مسعود غزالی بینا 
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فصل 10 

حد و پیوستگی
مطالباينفصلعمدتاًسادهوتستهایآنقابلحلهستند.اهميتاينفصلبسيارزياداستوباتوجهبه
حجمآنتوصيهمیكنماينفصلرابادقتمطالعهكنيدوامتيازشراازدستندهيد.دراينفصلدربارهٔ
،حدبینهايت،حددربینهايت، 0

0 بخشپذيری،همسايگی،فرآيندهایحدیومحاسبهٔحدتوابع،رفعابهام
پيوستگیو...صحبتمیكنيم.

تعداد تست در کنکور 98: 4  
تعداد تست در کنکور 98 خارج: 4  
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10ـ1  بخش پذیری  
تقسيم، اين قسمت خارج كنيم فرض كنيم. تقسيم  ( )x a− اول درجه دوجملهای بر را  f x( ) دلخواه چندجملهای میخواهيم

QوباقیماندهٔآنعددثابتRباشد: x( ) چندجملهای

f x x a

Q x

R

( )

( )

−

 

f x x a Q x R( ) ( ) ( )

³¼v£¶

¾Ã± ø³¼v£¶

Sµv¤ZnIi

½kºI¶ïÂ¤

� ��

� ����

� ���
= − +

IIM

��� آنگاهرابطهٔتقسيمبهصورتروبهرواست:

اينرابطهبهازایتماممقاديرxدرستاست.ازاينمطالبيکقضيهويکنتيجهاستخراجمیشود.
است. f a( ) ،باقیماندهٔتقسيمبرابر ( )x a− بردوجملهایدرجهٔاول f x( ) قضیه:درتقسيمچندجملهای

بخشپذيراست. ( )x a− بر f x( ) آنگاه f a( ) = 0 نتیجه:اگر

1تست بخشپذیراست.مجموعکوچکترینریشهوبزرگترینریشهٔمعادلهٔ: x 2 بر f x x ax x( ) == ++ −−4 3
8 بهازایمقداریازaچندجملهای

کداماست؟ f x( )  0

 − −1 5  )4  -2 )3   − +3 5  )2 1( صفر 

 3پاسخ:

x بخش پذیر است، پس: +2 x بر دوجمله ای درجهٔ اول  ax x4 3
8+ − چون چندجمله ای 

 x x f+ = ⇒ = − ⇒ − =2 0 2 2 0( )  

 ( ) ( ) ( )− + − − − = ⇒ − + = ⇒ = ⇒ =2 2 8 2 0 16 8 16 0 8 32 4
4 3a a a a حال مقدار a را می یابیم: 

x تقسیم می کنیم تا ریشه های دیگر را بیابیم: +2 f را می نویسیم و بر  x( ) مجدداً 

 

x x x x
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− است که مجموعه این دو عدد برابر است با: +1 5 − و بزرگ ترین ریشه،  −1 5 در نتیجه کوچک ترین ریشه، 

 − − − + = −1 5 1 5 2  

10ـ2  همسایگی  
میباشد. x0يکهمسايگی ( , )a b آنگاهبازهٔ x a b0 ∈ ( , ) میناميم.بهعبارتديگراگر x0رايکهمسايگی x0هربازهٔبازشاملعددحقيقی
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 xمثال:
۲ ۵ ۶

) یک همسایگی برای عدد 5 است.  , )2 6 بازهٔ 

يک ( , ) ( , )a x x b0 0 يا ( , ) { }a b x− 0 باشد،آنگاهمجموعهٔ x0 يکهمسايگیعددحقيقی ( , )a b همسایگی محذوف:اگربازهٔ

يکهمسايگیمحذوف3است. ( , ) { }
5

2

4 3− ناميدهمیشود.مثال:مجموعهٔ x0 همسايگیمحذوف

x
۳ ۴5

2 

 ( , )x r x0 0− ناميدهمیشود.همچنين، x0 يکهمسايگیراست ( , )x x r0 0 + همسایگی چپ و راست:اگرrعددیمثبتباشدآنگاه
میناميم. x0 رايکهمسايگیچپ

 xمثال:
۱ ۳۰ ۲1

2

) یک همسایگی چپ 2 است.  , )1

2

2 ) یک همسایگی راست 2 و بازهٔ  , )2 3 بازهٔ 

2تست یکهمسایگیبرایکدامیکازاعدادزیراست؟: ( , )b a یکهمسایگیمحذوفعدد3باشد،آنگاهبازهٔ ( , ) ( , )a b c a b−− ++2 5 2 اگر

 8

3

 )4   − 7

5

 )3   7

6

 )2   − 2

3

 )1

 ) داریم:پاسخ: , ) ( , ) ( , ) ( , )a b c a b c a b a b− + = + −2 5 2 2 2 5  2 با توجه به تساوی 

 2 3

2 3

2 2 3 2 3 3 5 3
2 3

a b

a b
a b a b a b b b ba b+ =

− =




⇒ + = − ⇒ = −  → − + = ⇒ − =+ = ( ) ⇒⇒ = − = − =b a b
3

5

3
9

5

,  

7 است.

6

) که با توجه به گزینه ها، یک همسایگی برای  , )− 3

5

9

5

) برابر است با:  , )b a بازهٔ 

3تست یکهمسایگیبرای2/5و2/9باشد،محدودهxٔکداماست؟: ( , )2 5 3 2 x x اگربازهٔ

 ( / , )−0 10  )4   ( , / )− −1

3

0 1  )3   ( , / )− 1

3

0 05  )2   ( / , / )−0 10 05  )1

 صــورت  پاسخ: بــه  آن  شــکل  پــس  باشــد،   2/9 و   2/5 بــرای  همســایگی  یــک  اســت  قــرار   ( , )2 5 3 2− −x x 1 بــازهٔ 

x است؛ در نتیجه با توجه به شکل داریم:
x−2 5 /2 5 /2 9 x−3 2

 
2 5 2 5 5 0 5 0 1

3 2 2 9 2 0 1 0 05

2 5 3 2 3

− < ⇒ > − ⇒ > −
− > ⇒ < ⇒ <

− < − ⇒ >

x x x

x x x

x x x

/ / /
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⇒

1
1

3

x

´ÄoÃ¬ïÂ¶¥HoT{H :  x
۰− 1

3 − 1
10

5
100

: جواب نهایی  ( / , / )−0 10 05  

10ـ3   رایندهای حدی و مهاسوهٔ حد توابع  

چندضلعی های منتظم مهیطی و مهاطی 10ـ3ـ1   

بهدودستهازاشکالزيردقتكنيد:

(چند ضلعی منتظم محاطی)

(چند ضلعی منتظم محیطی)

نزديکمیشود. ( )πr2 درهردودسته،باافزايشتعداداضلاع،مساحتچندضلعیهابهمساحتدايره
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10ـ3ـ2  مفهوم حد  

برابرعددLاست؛هرگاهمقاديرتابعfرابههراندازهٔ x0 تعريفشدهباشد.حدچپfدر ( , )a x0 فرضكنيمتابعfدربازهایمانند
نزديکشود،دراينصورتمینويسيم: x0 دلخواهبتوانبهLنزديکكرد،بهشرطآنكهxازسمتچپبهقدركافیبه

 lim ( )
x x

f x L
→ −

=
0



برابرعددLاست؛هرگاهمقاديرتابعfرا x0 تعريفشدهباشد،حدراستfدر ( , )x b0 بهطريقمشابهفرضكنيمfدربازهایمانند
نزديکشود،دراينصورتمینويسيم: x0 بههراندازهٔدلخواهبتوانبهLنزديکكرد؛بهشرطآنكهxازسمتراستبهقدركافیبه
 lim ( )
x x

f x L
→ +

=
0



برابرعدد x0 (تعريفشدهباشد.حدتابعfدر x0 )بهجزاحتمالًادرخود x0 شاملنقطهٔ ( , )a b فرضكنيمتابعfدربازهایمانند
Lاست؛هرگاهمقدارتابعfرابههراندازهٔدلخواهبتوانبهLنزديکكرد؛بهشرطآنكهx)ازدوطرفراستوچپ(بهقدركافیبه

نزديکشود.دراينصورتمینويسيم: x0

 lim ( )
x x

f x L
→

=
0



 lim ( )
x x

f x L
→ −

=
0

و lim ( )
x x

f x L
→ +

=
0

اگروتنهااگر lim ( )
x x

f x L
→

=
0

نتیجه:

I:يکیازحالتهایزيربرقراراست f a( ) ،آنگاهدربارهٔ lim ( )
x a

f x L
→

= بهطوركلیاگردربارهٔتابعیمانندfداشتهباشيم

موجودنيست. f a( ) الف(
 lim ( ) ( )
x a

f x f a
→

≠ موجوداست؛ولی f a( ) ب(

 lim ( ) ( )
x a

f x f a
→

= پ(

نتیجه:حدتابعدريکنقطهارتباطیبهمقدارتابعدرآننقطهندارد؛يعنیوجودياعدموجودمقدارتابعدرنقطهaٔ،تأثيریدروجود
حدتابعدرنقطهaٔندارد.

4تست )تمرینکتابدرسی(: باتوجهبهنمودارتابعf،چهتعدادازمواردزیرصحیحاست؟
 f ( )2 1 پ(  f ( )1 2 ب(  lim ( )

x
f x

→→
==

1

2 الف(

lim ( )
x

f x
→→

==
0

1 ج(  lim ( )
x

f x
→→−−

==
1

2 ث(  lim ( )
x

f x
→→ ++

==
2

0 ت(

وجودندارد lim ( )
x

f x
2

چ(

4 )2   3 )1 
6 )4   5 )3

 )الفپاسخ: lim ( ) , lim ( ) lim ( ) ( )
x x x

f x f x f x
→ → →+ −

= = ⇒ =
1 1

1

0 0 0 ù  1

f )ب ( ) ( )1 2= |  
f )پ ( ) ( )2 = jnHkºj¼]» ù  
lim )ت ( ) ( )

x

f x
→ +

=
2

jnHkºj¼]» ù  

lim )ث ( ) , lim ( ) lim ( ) ( )
( ) ( )x x x

f x f x f x
→ − → − →−+ −

= = ⇒ =
1 1

1

2 1 jnHkºj¼]» ù  

lim )ج ( ) , lim ( ) lim ( ) ( )
x x x

f x f x f x
→ → →+ −

= = ⇒ =
0 0

0

1 1 1 |  

lim )چ ( ) lim ( ) ( )
x x

f x f x
→ →+

= ⇒ =
2

2

jnHkºj¼]» jnHkºj¼]» |  

x

y

-۱ ۱

۱

۲

۲

-۲
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5تست )تمرینکتابدرسی(: کداماست؟ x  2 بهازای f x x( ) == −−2 حدتابعباضابطهٔ
1 )2  1( صفر  

4( نمی توان اظهار نظر کرد. 3( وجود ندارد.  

 x پاسخ: = 2 f در نقطهٔ  x x( ) = −2 lim وجود ندارد، پــس تابع  ( )
x

f x
→ −2

2 با توجه به شــکل 

حد ندارد.

10ـ4  مهاسوهٔ حد توابع  

بهمحاسبهٔانواعحدهایزيردقتكنيد:)تمامقوانينیكهدراينبخشدربارهٔحدمطرحمیشود،برایحدراستوچپتابعنيزبرقراراست.(

 lim
x a

c c
→

= 1. حد تابع ثابت:بهطوركلیاگرcوaدوعددحقيقیباشند:

 ( )lim ( )a f x a
x a

∈ =
→

 ،آنگاه f x x( ) = 2. حد تابع همانی:اگر

 lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x a x a x a

f x g x f x g x L m
→ → →

+( ) = + = + آنگاه: lim ( )
x a

g x m
→

= و lim ( )
x a

f x L
→

= 3. حد مجموع:اگر

 lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x a x a x a

f x g x f x g x L m
→ → →

−( ) = − = − آنگاه: lim ( )
x a

g x m
→

= و lim ( )
x a

f x L
→

= 4. حد تفاضل:اگر

 lim ( ). ( ) lim ( ). lim ( )
x a x a x a

f x g x f x g x Lm
→ → →

( ) = = آنگاه: lim ( )
x a

g x m
→

= و lim ( )
x a

f x L
→

= 5. حد حاصل ضرب:اگر

 lim ( ) lim ( ) ( )
x a x a

cf x c f x cL a
→ →

( ) = = ∈ آنگاه: lim ( )
x a

f x L
→

= اگرcيکعددثابتو

 lim ( ) lim ( )
x a

n

x a

n
nf x f x L

→ →
( ) = ( ) = آنگاه: n∈ و lim ( )

x a
f x L

→
= درحالتكلیاگر

 lim ( )

( )

lim ( )

lim ( )
( )

x a

x a

x a

f x

g x

f x

g x

L

m
m

→
→

→







 =












= ≠ 0 mآنگاه: ≠ 0 و lim ( )

x a
g x m

→
= و lim ( )

x a
f x L

→
= 6. حد تقسیم:اگر

7. حد تابع چندجمله ای:بهطوركلیحديکتابعچندجملهایدريکنقطهبامقدارتابعدرآننقطهبرابراست.

 f x( ) Qچندجملهایهستند،برایمحاسبهٔحد x( ) و P x( ) يکتابعگوياباشدكه f x P x

Q x
( )

( )

( )
= 8. حد تابع گویا:بهطوركلیاگر

. lim ( )
x a

Q x
→

≠ 0 Qدرآننقطهتقسيمكنيم؛بهشرطآنكه x( ) رابرحد P x( ) درنقطهایمانندa،كافیاستكهحد

lim lim
x c x c

ax b ax b L
→ →

+ = + =  آنگاه: lim ( )
x c

ax b L
→

+ = > 0 9. حد ریشه:اگر

 lim cos cos , lim sin sin
x x

x x
→ →

= =
α α

α α 10. حد مثلثاتی:بهطوركلیداريم:

حدداردكهحدچپوراستتابعfدر x a= ،درصورتیدر f x g x x a
h x x a

( )
( )
( )

= >
<{ 11. حد توابع چندضابطه ای: تابعباضابطهٔ

 lim ( ) lim ( )
x a x a

g x h x
→ →+ −

= وجودداشتهوبايکديگربرابرباشند: ( )a نقطهٔمرزی

رادرaبهدستآوريد.اگر f x( )( ) ابتداحدعبارتداخلجزءصحيح lim ( )
x a

f x
→

[ ] 12. حد توابع جزء صحیح:برایتعيينحدتابع

تعيينكنيد. x a= عددغيرصحيحشد،جزءصحيحآنراحسابكنيدامااگرعددصحيحشد،آنگاهحدچپوراستتابعرادرنقطهٔ

علامت x a= راتعيينعلامتكنيمتاببينيمدرمجاورت f x( ) ،بايد lim ( )
x a

f x
→

13. حد توابع قدرمطلق:برایمحاسبهٔحدتابع
چگونهاست. f x( )

x

y

۱ ۲
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I f g. حدندارند؛ولیدرمورد x a= در f g− و f g+ حدنداشـتهباشـد،آنگاه x a= اگرتنهايکیازدوتابعfوgدرنقطهٔ
نمیتوانبهطورقطعینظردادومیبايسـتتابعراتشـکيلدهيم.توجهكنيدعکساينقضيههموارهبرقرارنيسـت،يعنیممکن

استمجموع،تفاضل،ضربو...دوتابعدريکنقطهحدداشتهباشندولیخودتوابعدرآننقطهحدنداشتهباشند.

6تست کداماست؟: lim ( )
x

f x
1

باشد،آنگاه lim ( )
( )x

f x
f x→→

−−
++

==
1

2 1

1
5 حدداشتهو x  1 اگرتابعfدرنقطهٔ

3 )4  2 )3  -2 )2  -3 )1

 lim پاسخ: ( )

( )

( )

( )
( ) ( ) (

x

f x

f x

f

f
f f f

→

−
+

= ⇒
−
+

= ⇒ − = + ⇒
1

2 1

1

5
2 1 1

1 1

5 2 1 1 5 1 5 3 1)) ( )= − ⇒ = −6 1 2f  2

7تست کدامگزینهصحیحاست؟: f x x x( ) == −− ++2
4 3 دررابطهباتابع

x حد ندارد. = 3 x حد دارد؛ اما در  1( در 1=
x حد دارد. = 3 x و   2( در 1=

x حد دارد. = 3 x حد ندارد، اما در  3( در 1=
x حد ندارد. = 3 x و  4( در 1=

 4 عبارت زیر رادیکال نامنفی است، پس تعیین عامت می کنیم:پاسخ:

 x x x xa b c2 0

1 2
4 3 0 1 3− + ≥  → = =+ + = ,  

۱ ۳
+ +-
ج ج ج ج

−∞ +∞
  → −∞ +∞JH¼]¾ø¼µ\¶ : ( , ] [ , )1 3  

x حد چپ ندارد، پس در هیچ یک از این نقاط حد وجود ندارد. = 3 x حد راست و در  چون تابع در 1=

8تست حددارد؟: x == −−1 درنقطهٔ f x x a x
x x

( ) ( ) ,
,

== ++ ≥≥ −−

++ << −−







2
1

2 1 1

بهازایکداممجموعهمقادیرa،تابعباضابطهٔ

   )4   ∅  )3   { }2  )2   { }0  )1

 limپاسخ: ( ) lim ( ) ( ) , lim ( ) lim
( ) ( ) ( )x x x

f x x a a f x
→ − → − → −+ + −

= + = − + =
1 1

2 2

1

1

xx

x
→ − −

+ = −
( )

( )
1

2 1 1  3

 j¼]» óo{

ke

Âÿ¹¶Iº ½nH¼µÀ

¡¡ù → − + = − ⇒( ) ( )1 1
2a��� �� x حد نداریم  = −1 در نقطهٔ   

9تست کداماست؟: lim ( ) ( )
x

f x g x
→→ −−

−− ++







1

4
2

وgدرزیررسمشدهاند.حاصل f نموداردوتابع

3 )1 
3/5 )2 

4 )3 
4/5 )4

 2پاسخ:

 lim ( ) lim ( ) lim ( ) ( ) , lim
( )x x x x

f x f x f x
→ → → − →− − + −

− = − = = =
1 1 1 1

4 4 4 4 1 4
gg x

g x
x

( )
lim ( ) ( ) /

2

1

2

1

2

1
1

2

4
1

2

3 5

1

= = − = − ⇒ − =
→ −

 

x

y

-۱

-۲

۱

۱

۲

f (x)

x

y

-۱
-۱

۱

۱

۲
g(x)
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10تست باشند،کدامگزینهدرستاست؟: g x x x
x x

( )
,
,

==
≥≥

++ <<




0

1 0
و f x x x

x x
( )

,
,

==
++ ≥≥

++ <<




4 0

2 3 0
اگر

x حد دارند. =0 f در  g+ f، g )1 و 
x حد دارد. =0 f در  g− x حد ندارند اما  =0  f )2 و g در 

x حد دارد. =0 f در  g+ x حد ندارند، اما  =0 f )3 و g در 
x حد دارند. =0 f در  g− f، g )4 و 

 lim پاسخ: ( ) , lim ( ) ( ) lim ( )
x x x

f x f x f x
→ → →+ −

= + = = + = ⇒ =
0 0

0

0 4 4 2 0 3 3 وجود ندارد  3

 lim ( ) , lim ( ) lim ( )
x x x

g x g x g x
→ → →+ −

= = + = ⇒ =
0 0

0

0 0 1 1 وجود ندارد  

 ( )( ) ,
,

lim ( )( ) ( ) , limf g x x x
x x

f g x
x x

+ = + ≥
+ < ⇒ + = + =

→ →+ −
2 4 0

3 4 0
2 0 4 4

0 0

(( ) ( )f g+ = + =



3 0 4 4  

 ⇒ + =
→
lim ( )( )
x

f g x
0

4  

 ( )( ) lim ( )( ) , lim ( )( )f g x
x

x x
f g x f g x

x x

− = ≥
+ < ⇒ − = − = + =

→ →+ −

4 0

2 0
4 0 2

0 0

22

0

⇒ − =

 →

lim ( )( )
x

f g x وجود ندارد  

11تست ،آنگاهعددحقیقیaکداماست؟: lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
→→ →→++ −−

−− ==
2 2

3 ،اگر f x x a x( ) ( )[ ]== ++ درتابعباضابطهٔ

4( صفر  -1 )3  2 )2  1 )1

 1پاسخ:

 lim ( ) ( )[ ] ( )( ) , lim ( ) ( )[ ]
x x

f x a a a f x a
→

+

→

−
+ −

= + = + = + = + =
2 2

2 2 2 2 2 4 2 2 (( )( )a a a a a+ = + ⇒ + − − = ⇒ =2 1 2 2 4 2 3 1  

12تست نمادجزءصحیحاست.(: [ ] کداماست؟) lim[ ]
x x→→ ++2

9

1
حاصل

4( وجود ندارد.  3 )3  2 )2  1 )1

 : حد راستپاسخ: lim [ ] [ ]x x x
x x xx

→ ⇒ > ⇒ + > ⇒
+

< ⇒
+

< ⇒
+

= =+

→

−
+

2 2 1 3
1

1

1

3

9

1

3
9

1

3 2

2

 4

: حد چپ lim [ ] [ ] limx x x
x x xx x

→ ⇒ < ⇒ + < ⇒
+

> ⇒
+

> ⇒
+

= = ⇒−

→

+
→−

2 2 1 3
1

1

1

3

9

1

3
9

1

3 3

2
2

[[ ]
9

1+
=

x
وجود ندارد  

13تست نمادجزءصحیحاست.(: [ ] کداماست؟) x == ππ4 درنقطهٔ y x x== −−[cos sin ] مجموعمربعاتحدچپوراستتابع

1 )4  2 )3  -1 )2 1( صفر 

 cosx خواهد بود، پس:پاسخ: sin بزرگ تر از x →x باشد، حاصل  +( )
π
4 sin و اگر  x cosx بزرگ تر از  →x باشد، حاصل  −( )

π
4 4 اگر 

 

sin

cos
( )−π

4

( )+π
4 π

42
2

2
2

    
⇒

−  → =
→

> +

→

−
Oake

SwHnke :

: lim [cos sin ] [ ]

lim

cos sin

x

x x

x

x x
π

π

4

0 0

44

2

0 1

0

+
−  → =−

 → + −
> −[cos sin ] [ ]

( ) (

sin cosx x x x

RI÷Mo¶Ì¼µ\¶

11 0 1 1
2) = + =

 

14تست )تمرینکتابدرسی(: درچهنقاطیحددارد؟ f x x( ) [ ] تابع
 � �−  )2      )1

   )4 3( به طور کلی حد ندارد.  

 f در نقاط صحیح وجود ندارد، ولی حد این تابع در تمام نقاط غیرصحیح وجود دارد.پاسخ: x x( ) [ ]= 2 به طور کلی حد تابع 
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 0
0 10ـ5  ر ع ابهام   

گفتهشده قوانين با ديگر ، P a Q a( ) ( )= = 0 باشيم: داشته چندجملهایاند، دو Q x( ) و  P x( ) كه  lim ( )

( )x a

P x

Q x→
محاسبهٔ در اگر

نمیتوانحدرامحاسبهكرد.دراينحالتبهروشزيرعملمیكنيم:

 x a− Qبر x( ) و P x( ) راباتقسيم P x
Q x

( )

( )
بخشپذيرند.ابتداعبارت x a− Qبر x( ) و P x( ) ؛بنابراين P a Q a( ) ( )= = 0 چون

سادهمیكنيموسپسامکاناستفادهازقانونتقسيمحدهارابررسیمیكنيم.

راباكمکاتحادها،تجزيه،تقسيم،گويا ( )x a− مواجهشديممیبايستعاملصفرشونده 0
0 با lim ( )

( )x a

P x

Q x→
نتیجه:زمانیكهدرحد

كردنودرتوابعمثلثاتیباكمکروابطگفتهشدهبهدستآوردهوآنراحذفكنيم.

Iمواجه 0
0 ازيکروشكارآمدديگربهنامقاعدهٔهوپيتالنيزمیتواناسـتفادهكرد؛بهاينترتيبكههرگاهباابهام 0

0 درحالت

اگـربازهمحاصلحد lim ( )

( )
lim

( )

( )
lim

( )

( )x a

HOP

x a x a

f x

g x

f x

g x

f x

g x→ → →
=  → =

′
′

0
0 شـديم،میتوانيمازرابطهٔروبهرواسـتفادهكنيم:

شـدمیتوانيـممجـدداًهوپيتالگرفتهواينعملراآنقدرادامهدهيمتاازحالتابهامخارجشـود)اگرفرمولهایمشـتقرا 0
0

بهخاطرنداريد،بهفصلبعدرجوعكردهوآنهارامروركنيد.(

G f x
g x

f x g x g x f x

g x

f x

g x

f xHOP( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
,
( )

( )

(¢Tz¶ →
′ − ′

 →
′

2

))

( )′g x
هوپيتالگرفتنازيکكسر،معادلمشتقگرفتنازآنكسرنيست:

15تست کداماست؟: lim
x

x
x x→→

−−

−− ++2

2

3

4

2 13 10

حاصل

 − 4

11

 )4   − 5

22

 )3   4

11

 )2   5

22

 )1

 4 روشاول: پاسخ:

 limx x

x

x x

x x x

x x

→ −
−
− +

=  →

− + −

+ −

2

2

3 2

3

2

4

2 13 10

0

0

2 13 10 2

2 4

oM ´Ãv£U

55
2 4

4 13

4 8

5 10

5 10

0

4 2

3 2

2

2

2

− +

−
− +
− +

−

−  →

x x

x x

x x

x
x

x, (
Z»jq¶ jIdUH −− +x x)( )2  

⇒ −
− +

=
− +

− + −
=

→ →
lim lim

( )( )

( )( )
lim

x x x

x

x x

x x

x x x2

2

3 2 2

4

2 13 10

2 2

2 2 4 5
→→

− − +

− + −
=

− +

+ −
= −

2 2 2

2 2

2 2 4 5

2 2

2 2 4 2 5

4

11

( ) ( )

( )( )

( )

( ) ( )

x x

x x x
 

 lim lim
( )

( )x

HOP

x

x

x x

x

x→ →
−
− +

=  → −
−

=
−

−2

2

3 2 2 2

4

2 13 10

0

0

2

6 13

2 2

6 2 133

4

11

= − روشدوم: قاعدهٔ هوپیتال: 

16تست کداماست؟: x  2 در 3
2
2

f x x
f x
( )
( )
 باشد،حاصلحدتابع f x x

x
( ) == −−

−−

2
4

2
اگر

 11

16

 )4   9

16

 )3   7

16

 )2   5

16

 )1

 2 روشاول:پاسخ:

 lim lim
( ) ( )

( )x x

x

x

x x

x→ →
−
−

=  →
− +

−
= + =

2

2

2

4

2

0

0

2 2

2

2 2 4
Z»jq¶ jIdUH ⇒⇒ = ⇒

+
=

+
= =

→ →
lim ( ) lim

( )

( )

( )

( )x x
f x

f x x

f x2 2 2 2

4
3

2

3 4 2

2 4

14

32

7

16

 lim lim ( ) lim ( ) lim
x

HOP

x x x

x

x

x
f x

→ → → →
−
−

=  → = = ⇒ = ⇒
2

2

2 2

4

2

0

0

2

1

2 2 4 4

22 2

3

2

7

16

f x x

f x

( )

( )

+
= روش دوم:قاعدهٔهوپيتال:
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17تست نمادجزءصحیحاست.(: [ ] کداماست؟) x  0 وقتی y x x
x x

==
−−
++ −−[ ]1 حدچپتابع

-2 )4  1 )3  -1 )2 1( صفر 

 x پاسخ: x x x x xx→ ⇒− < < ⇒ < + < ⇒ + =  → −− − < <
0 1 0 0 1 1 1 0

1 0[ ] ,  4

 ⇒ −
+ −

=
− −
−

=
−

= −
→ → →− − −
lim

[ ]
lim

( )
lim

x x x

x x

x x

x x

x

x

x
0 0 0

1 0

2
2  

18تست ،کداماست؟: x  3 درنقطهٔ f x x x x
x

( ) ( [ ])
==

−− −− ++
−−

3 6 9

3

2

حدچپتابعباضابطهٔ

4( وجود ندارد.  1 )3  -1 )2 1( صفر 

 x پاسخ: x x
x x x

x

x

x x

→ ⇒ < < ⇒ = ⇒
−( ) − +

−
=

− −−

→ →− −
3 2 3 2

3 6 9

3

3 2 3

3

2

3

[ ] lim
[ ]

lim
( ) ( ))2

3

0

0x −
=  2

 ⇒ −
−

=
−
−

 →
→ →

< <
− −

lim
( )

lim
x x

xx

x

x

x
3

2

3

2 33

3

3

3

ÁHpH ¾M Rn¼Å

SwHÂÿ¹¶


− −

−
= −
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19تست کداماست؟: lim
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x x
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2 3 حاصل
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− = − روش دوم:قاعدهٔهوپيتال: 

20تست کداماست؟: x →→ −−2 وقتی | |x x

x x

2

2

2

2 12

−− −−

−− ++
حدعبارت

3 )4  2 )3  -2 )2  -3 )1

 2 روشاول: برای رهایی از قدرمطلق تعیین عامت می کنیم:پاسخ:

x x x xa c b2

1 2
2 0 1 2− − =  → = − =+ = ,    -۱ ۲
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=
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=
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=
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روشدوم: قاعدهٔ هوپیتال:
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21تست کداماست؟: lim
x

x
x→→

−−
−− −−1

1

2 5

حاصل

4 )4  2 )3  -2 )2  -4 )1

 2 روشاول: پاسخ:

lim lim lim
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x x x
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=
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−
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2 روشدوم: قاعدهٔ هوپیتال: 

22تست کداماست؟: a b باشد، lim
x

ax b
x→→
++ −−

−−
==

1 2

2

1

3

2
اگر

22 )4  20 )3  12 )2  4 )1

 x نیز برابر صفر بوده پاسخ: 3 اســت، پس حد صورت به ازای 1→

2

x برابر صفر اســت. چون حد تابع برابر  3 حد مخرج به ازای 1→

3 برسیم.

2

0 تشکیل شود و با رفع حالت ابهام به 
0 تا حالت 

lim
x

ax b a b a b a b
→

+ − = ⇒ + − = ⇒ + = ⇒ + =
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2 0 2 0 2 4  
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−
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122 20⇒ − =a b روشدوم: قاعدهٔ هوپیتال: 

23تست )تجربیـ97(: کداماست؟ lim
x

x x
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2
3 10 8

3 1

حاصل
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24تست )تجربیـ98(: ،کداماست؟ x →→−−8 ،وقتی x x
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حدعبارت
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28تست کداماست؟: x →→ππ وقتی sin [cos ] cos [sin ]x x x x2 2 2 حدعبارت

4( وجود ندارد.  1 )3 2( صفر   -1 )1

 ، بنابراین داریم:پاسخ: 2 2x→ −( )π ) و  ) ( )
x

2 2→ −π ، آن گاه  x → −π 4 اگر 
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، بنابراین داریم: 2 2x→ +( )π x2 و  2→ +( )
π ، آن گاه  x → +π اگر 
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��� ��� π
==− =−sin

π
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x حد ندارد. →π چون حد چپ و راست برابر نشد، پس عبارت مذکور وقتی 

10ـ6  حد بی نهایت )حد نامتناهی(  
بهاينمعناستكهمیتوان lim ( )

x a
f x

→
= +∞ aتعريفشدهباشد.رابطهٔ fدريکهمسايگیمحذوف فرضكنيمتابع تعریف 1: 

راازهرعددمثبتدلخواهبزرگتركرد،مشروطبرآنكهxبهقدركافیبهaنزديکاختيارشود. f x( ) مقدارهای

x

y

f
a

lim ( )
x a

f x
→

= +∞


بهاينمعناستكهمیتوان lim ( )

x a
f x

→
= −∞ aتعريفشدهباشد.رابطهٔ fدريکهمسايگیمحذوف تعریف 2:فرضكنيمتابع

راازهرعددمنفیدلخواهكوچکتركرد،مشروطبرآنكهxبهقدركافیبهaنزديکاختيارشود. f x( ) مقدارهای
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f
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x a

f x
→
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بهاينمعناستكهمیتوانمقادير lim ( )
x a

f x
→ +

= +∞ تعریف 3:فرضكنيمfدريکهمسايگیراستازaتعريفشدهباشد.رابطهٔ

راازهرعددمثبتدلخواهبزرگتركرد،مشروطبرآنكهxبامقاديربزرگترازaبهقدركافیبهaنزديکاختيارشود. f x( )

x

y

f
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lim ( )
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f x
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اگربخواهيمحدهایيکطرفهٔنامتناهیرادريکشکلرسمكنيم،بهصورتزيرخواهندبود:

x
x a

limf (x)
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= +∞

x a
limf (x)

+→
= −∞

x a
limf (x)
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x a
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(x a)= 
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درموردحدهاینامتناهیقضيهٔزيربدوناثباتارائهمیشود:
دراينصورت: lim ( )

x a
g x

→
= 0 و lim ( )

x a
f x L

→
= ≠ 0 قضیه:فرضكنيم

. lim ( )

( )x a

f x

g x→
= +∞ درهمسايگیمحذوفیازaمثبتباشد،آنگاه g x( ) وتابع L > 0 الف(اگر

. lim ( )

( )x a

f x

g x→
= −∞ درهمسايگیمحذوفیازaمنفیباشد،آنگاه g x( ) وتابع L > 0 ب(اگر

. lim ( )

( )x a

f x

g x→
= −∞ درهمسايگیمحذوفیازaمثبتباشد،آنگاه g x( ) وتابع L < 0 پ(اگر

. lim ( )

( )x a

f x

g x→
= +∞ درهمسايگیمحذوفیازaمنفیباشد،آنگاه g x( ) وتابع L < 0 ت(اگر

نيزبرقراراست. x a→ − ويا x a→ + توجهكنيداينقضيهبرایحالتیكه

ISLX¶ jkø SLX¶ jkø Âÿ¹¶ jkø Âÿ¹¶ jkø

0 0 0 0
+ − + −

= +∞ = −∞ = −∞ = +∞, , , .1

+1هموارهنامنفیاند. cosx −1و cosx ،1+ sin x ،1− sin x 2. عبارتهای
يعنیيکعددبسـيارنزديکبهصفراماخودِصفرنيسـت؛ولیصفرمطلقهمانصفرواقعیاسـت؛در ( )0 0

− +
IÄ 3.صفرحدی

oÿÅoÃüÂ£Ã£ejkøoÀنتیجه:
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½kzºþÄo÷U
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½kzºþÄo÷U

¢±õ¶oÿÅ

¢±õ¶oÿÅ

½kzºþÄo÷U= =, 
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3

3 3

0

2 3

0

1

0

(|)  

)ح lim [ ]

| |

[ ]

x

x

x→

−
−

 →
−

1

2

3

2 1

1

2

3
¢ ± õ¶nk¤nj

1

2

¾a
1

2

k¹TvÀ SLX¶

- +

00

0 3

0

3

0
+ + +

= − = − = −∞ (ù)  
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30تست کداماست؟: b a باشد، lim
x

x
x ax b→→

−−

++ ++
== −−∞∞

2 2

2 5 اگر

-1 )4 3( صفر   8 )2  -8 )1

 ∞− شده پس مخرج کسر باید برابر صفر باشد؛ از طرفی پاسخ: 2 با میل کردن x به 2، صورت کسر برابر 1- می شود. چون حاصل حد، 
∞− شود، پس: مخرج کسر باید یک ریشهٔ مضاعف داشته باشد تا حاصل حد همواره 

x ax b x x x a b b a2 2 2
2 4 4 4 4 8+ + = − = − + ⇒ = − = ⇒ − =( ) ,  

31تست )تجربیـ98(: ،کدامبیان،درستاست؟ٔ f x x
x x

( ) == −−
++

2
1 درموردتابعباضابطهٔ

 lim ( )
x

f x
→ −

= −∞
0

 )2    lim ( )
x

f x
→ −

= +∞
0

 )1

 lim ( )
x

f x
→ +

= −∞
0

 )4    lim ( )
x

f x
→ +

= +∞
0

 )3

 limپاسخ: ( ) lim
| |

lim lim
x x x x

f x
x

x x

x

x x

x

x→ → → →+ + + +
= −

+
= −

+
= − =

0 0

2

0

2

0

2
1 1 1

2

−− = −∞
+
1

0

 4

lim ( ) lim
| |

lim
x x x

f x
x

x x

x

x x→ → →− − −
= −

+
= −

−
= − =

0 0

2

0

2
1 1 1

¢±õ¶oÿÅ

½kzº þþÄo÷U  

32تست )تجربیخارجـ98(: ،کدامبیان،درستاست؟ f x x
x

( ) sin
cos

==
++1 2

درموردتابعباضابطهٔ

 lim ( )

x

f x

→
+

= +∞
2

3

π
 )2    lim ( )

x

f x

→
+

= −∞
2

3

π
 )1

 lim ( )
x

f x
→

= +∞
4

3

π
 )4    lim ( )

x

f x

→
−

= −∞
2

3

π
 )3

 1پاسخ:

−0 پس: +0 است یا  3 و مخرج کسر به صفر میل می کند. حال باید دید که مخرج 

2

، صورت کسر برابر  x→ +( )
2

3

π گزینهٔ »1«: وقتی 
sin

cos

π2
3

−1
2

( )+π2
3

    ⇒
+

=
+ −

=
+ −

= = −∞
→

− − −+
lim

sin

cos
( ) ( )

x

x

x
2

3

1 2

3

2

1 2
1

2

3

2

1 1

3

2

0π
 

پس گزینهٔ »1« صحیح و گزینهٔ »2« نادرست است.

گزینهٔ »3«:
lim

sin

cos
( ) ( )

x

x

x
→

+ + +− +
=

+ −
=

+ −
= = +∞

2

3

1 2

3

2

1 2
1

2

3

2

1 1

3

2

0π
 

x محاسبه می کنیم: → 4

3

π گزینهٔ »4«: حد چپ و راست را به ازای 
sin

cos
−1

2

π4
3

( )−π4
3

( )+π4
3

  
lim

sin

cos

sin

( ) ( )

li

x

x

x
→

+ + ++ +
=

−

+ −
=

−

+ −
=
−

= −∞
4

3

1 2

3

1 2
1

2

3

2

1 1

3

2

0π

π

mm
sin

cos

sin

( ) ( )

li

x

x

x
→

− − −− +
=

−

+ −
=

−

+ −
=
−

= +∞

⇒

4

3

1 2

3

1 2
1

2

3

2

1 1

3

2

0π

π
mm ( )

x

f x
→
















=
4

3

π
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33تست کداماست؟: lim
( )x

x
f x→→ −−

−−
−−4

7

1
اگرنمودارتابعfبهصورتروبهروباشد،حاصل

 −∞  )1
 2( صفر

 +∞  )3
1 )4

 limپاسخ:
( )x

x

f x→ − −−

−
−

= −
−

= − = +∞
4

7

1

4 7

1 1

3

0

 3

10ـ7  حد در بی نهایت  
اينبخشرابهدوقسمتتقسيممیكنيم:

10ـ7ـ1  حد در بی نهایت  

رابههرمقداردلخواهمیتوان f x( ) بهاينمعناستكه lim ( )
x

f x L
→+∞

= تعريفشدهباشد،رابطهٔ ( , )a +∞ اگرتابعfدربازهایمثل

بهLنزديکكرد،مشروطبرآنكهxبهقدركافیبزرگاختيارشود.

x

y

L
f



lim ( )
x

f x L
→+∞

=


بهاينمعناستكهبههرمقداردلخواه lim ( )

x
f x L

→−∞
= تعريفشدهباشد؛رابطهٔ ( , )−∞ b واگرفرضكنيمتابعfدربازهایمثل

رابهLنزديکكرد،مشروطبرآنكهxبهقدركافیكوچکومنفیاختيارشود. f x( ) میتوان

x

y

L
f



lim ( )
x

f x L
→−∞

=


درموردحدهاینامتناهی،دوقضيهٔزيرمفيدند:

lim
x nx→−∞

=1
0 ب( lim

x nx→+∞
=1

0 قضیهٔ 1:فرضكنيمnعددیطبيعیباشد.دراينصورت:الف(

.دراينصورت: lim ( )
x

g x m
→+∞

= و lim ( )
x

f x L
→+∞

= قضیهٔ 2:فرضكنيم

)الف lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

f x g x f x g x L m
→+∞ →+∞ →+∞

±( ) = ± = ± 

)ب lim ( ). ( ) lim ( ) lim ( ) .
x x x

f x g x f x g x L m
→+∞ →+∞ →+∞

( ) = × = 

)پ lim (
( )

( )
)

lim ( )

lim ( )
( )

x

x

x

f x

g x

f x

g x

L

m
m

→+∞
→+∞

→+∞

= = ≠ 0 
نيزبرقراراست. x →−∞ اينقضيهبرایوقتیكه

حد نامتناهی در بی نهایت 10ـ7ـ2   

را  f x( ) مقدارهای اينمعناستكه به  lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞ رابطهٔ باشد. تعريفشده  ( , )a +∞ بازهایمثل در f تابع كنيم فرض

میتوانازهرعددمثبتدلخواهیبزرگتركرد،مشروطبرآنكهxبهقدركافیبزرگاختيارشود.

x

y

f



lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞



x

y

۱

۴
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را f x( ) بهاينمعناستكهمقدارهای lim ( )
x

f x
→−∞

= −∞ تعريفشدهباشد؛رابطهٔ ( , )−∞ b واگرفرضكنيمتابعfدربازهایمثل

میتوانازهرعددمنفیدلخواهیكوچکتركرد،مشروطبرآنكهxبهقدركافیكوچکومنفیاختيارشود.



x

y

f


lim ( )
x

f x
→−∞

= −∞



G:نيزبهروشمشابهتعريفمیشوند L f x
x
im ( )

→−∞
= +∞ و L f x

x
im ( )

→+∞
= −∞ رابطههای

x

y

f
lim ( )f x

x

= +∞
→ −∞ x

y

f
lim ( )f x

x

= −∞
→+∞

استفادهمیكنيم: −∞ و +∞ در f x axn( ) = ازقضيهٔزيربرایمحاسبهٔحدتابعيکجملهای
قضیه:فرضكنيمnعددیطبيعیوaيکعددحقيقیغيرصفرباشد:

)الف lim ( )

( )x

nax
a

a→+∞
=

+∞
−∞




SLX¶ 

Âÿ¹¶ 

)ب lim

( )

( )

( )x

nax

a n

a n

a n→−∞
=

+∞

−∞

−∞

+

SLX¶ » Z»p

Âÿ¹¶ » Z»p

SLX¶ »  joÎ

∞∞











 ( )Âÿ¹¶ » joÎa n



aعددیطبيعیوnباشدكهدرآن f x ax bx kn n( ) ...= + + +−1 قضیه:فرضكنيمfيکتابعچندجملهایازدرجهnبهصورت
يکعددحقيقیغيرصفراست.دراينصورت:

lim ( ... ) lim , lim ( ) lim
x

n n

x

n

x x

nax bx k ax f x ax
→+∞

−
→+∞ →−∞ →−∞

+ + + = =1 

نيزاستفادهكرد. x →−∞ يا x →+∞ دقتكنيدازقضيهمیتوانبرایمحاسبهحدتوابعگويا،زمانیكه

I:اعدادطبيعی(بهصورتزيرمحاسبهمیشودnوm( x →±∞ وقتی f x ax bx c

a x b x c

m m

n n
( )

...

...
= + + +

′ + ′ + + ′

−

−

1
1 *1. حدتابع

lim
...

...
lim

x

m m

n n x

m

n

ax bx c

a x b x c

ax

a x→±∞

−

− →±∞
+ + +

′ + ′ + + ′ ′
=

±∞
1

1


aa

a

m n

m n

m n

′

>

=

<








oÿÅ



a a a a aa a a+∞ = +∞ −∞ = −∞ +∞  → +∞ −∞  → −∞ +∞  → −∞> > <, , ( ) , ( ) , ( )0 0 0 ,, ( )a a−∞  → +∞<0 .2*
+∞ +∞ = +∞ −∞ −∞ = −∞ +∞ −∞ = −∞ +∞ = +∞ +∞ = +∞ −∞ −∞ = +, , , ,( )( ) ,( )( )´¿L¶ ´¿L¶ ∞∞ 
( )( ) ,( )( ) ,( ) ,( ) ,( ) ,+∞ −∞ = −∞ −∞ +∞ = −∞ +∞ = +∞ −∞ = +∞ −∞ = −∞+n n n2 2 1

Â£Ã££e jkøoÀ

SÄI¿º ïÂM

oÿÅ= 

»

SÄI¿º ïÂM

¢± õ¶oÿÅpHoÃüÂ£Ã£ejkøoÀ

SÄI¿º ïÂM= 

3كهقابلقبول 3 3 3 0x x x x+ = − =| | ،باانتخابجملههایپرتوانداريم lim3 9
2x x x

x→−∞
+ − *3.دربرخیسـؤالاتمانند

نيستومیبايستعبارتراگوياكردهومجدداًحلنماييد:

lim lim
x x

x x x
x x x

x x x

x x x

x x x
→−∞ →−∞

+ − × − −

− −
= − +

− −
3 9

3 9

3 9

9 9

3 9

2
2

2

2 2

2

 llim
| |x

x

x x→−∞ −3 3



=
− −

= =
→−∞ →−∞
lim

( )
lim

x x

x

x x

x

x3 3 6

1

6
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34تست )تمرینکتابدرسی(: نمودارتابعfبهشکلزیراست.چهتعدادازحدهایدادهشدهصحیحاست؟
lim ( )

( )
f x

x→→ −− ++
== ++∞∞

1
پ(  lim ( )

( )x
f x

→→ −− −−
== −−∞∞

1
ب(  lim ( )

x
f x

→→−−∞∞
== −−∞∞ الف(

lim ( )
x

f x
→→++∞∞

== 1 ج(  lim ( )
x

f x
→→ ++

== ++∞∞
1

ث(  lim ( )
x

f x
→→ −−

== ++∞∞
1

ت(

1 )2  1( صفر  
3 )4   2 )3

 4پاسخ:
lim )الف ( )

x
f x

→−∞
= 2 (ù) lim )ب               ( )

( )x

f x
→ − −

= +∞
1

(ù) lim )پ               ( )

( )

f x

x→ − +
= −∞

1

(ù)  

)ت lim ( )
x

f x
→ −

= +∞
1

(|) lim )ث              ( ) ( )
x

f x
→ +

= +∞
1

| )ج                  lim ( )
x

f x
→+∞

=1(|)  

35تست کداماست؟: x == −−2 ،آنگاهحدچپاینکسردرنقطهٔ lim | |
x

x
ax x→→∞∞

−−

−− ++
== −−

2

2

4

2

1 اگر

 − 2

3

 )4   − 4

3

 )3   2

3

 )2   4

3

 )1

 3پاسخ:
lim

| |
lim

x x

x

ax x

x

ax x→∞ →∞

−

− +
= −

− +

2

2

2

2

4

2

4

2

SLX¶

¸ÄoUï©nqM uQ ,½

���
kk{ oÿÅoÃü jkø ke ®ÅIe ·¼a

SwH ·Iv§Ä Zoh¶ » Rn¼Å ·H¼U
 → limm lim

x x

x

ax x

x

ax a
a

→∞ →∞
−
− +

= =− ⇒ =−
2

2

2

2

4

2

1
1 1�  

⇒ −

− − +
= −

− − +
=

→ − → −− −
lim

| |
lim li

( ) ( )x x

x

x x

x

x x2

2

2
2

2

2

4

2

4

2

SLX¶��� ��

mm
( ) ( )

( ) ( ) ( )( )x

x x

x x→ − −

− +

− − +
= − −
− − −

= −
2

2 2

1 2

2 2

2 1

4

3

 

36تست )تجربیـ91(: کداماست؟ lim ( )
x

f x
→→++∞∞

میگذرد، ( , )2 1 ازنقطهٔ f x ax x
x

( ) == ++ ++ ++
−−

1 4 9

3 2

2

نمودارتابعباضابطهٔ

1 )4   2

3

 )3   1

3

 )2   − 1

3

 )1

 :پاسخ: f ( )2 1= ) می گذرد پس  , )2 1 2 چون نمودار تابع f از نقطهٔ 

f
a a

a a a( )
( )

2 1
2 1 16 9

3 2 2

1
2 1 5

4

1 2 6 4 2 2 1= ⇒ + + +
−

= ⇒ + + = ⇒ + = ⇒ = − ⇒ = −  

⇒ = − + + +
−

− + =
→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

lim ( ) lim lim limf x
x x

x

x x

xx x x x

1 4 9

3 2

4

3

2 2



−− + = − + = =
→+∞ →+∞

x x

x

x x

x

x

xx x

| |
lim lim

2

3

2

3 3

1

3

 

37تست )تجربیـ94(: کداماست؟ lim ( )
x

f x
3

باشد،آنگاه lim ( )
x

f x
→→−−∞∞

== −−1 ،اگر f x ax

x x x

n
( ) == ++

−− ++

15

3 4 15
2

درتابعباضابطهٔ

5 )4  3 )3  -4 )2  -6 )1
 lim برابر عددی غیرصفر شده، پس بزرگ ترین توان صورت با بزرگ ترین توان مخرج برابر بوده و مقدار آن برابر پاسخ: ( )

x
f x

→−∞
1  چون 

 n است با: 1=

⇒ +

− + −
=

−
=

→−∞ →−∞ →−∞
lim lim lim lim
x x x

ax

x x x

ax

x x

ax

x x

15

3 4 15 3 4
3 22 2



xx x

ax

x x

ax

x

a
a

→−∞ →−∞+
= = = − ⇒ = −

3 2 5 5

1 5lim  

⇒ = − +

− +
=

→ →
lim ( ) lim
x x

f x
x

x x x
3 3 2

5 15

3 4 15

0

0


بهدوروشادامهٔسؤالحلمیشود:

limروش اول: lim
( )(

x x

x

x x x

x x x

x x x

x

→ →
− +

− +
× + +

+ +
=

− −
3 2

2

2 3

5 15

3 4 15

3 4 15

3 4 15

5 3 118

9 4 15

5 3 18

5 3

5

2 2

5 15

3

2

)
lim

( ) ( )

( )x x x

x

x x

x x

x− −
=

− −

−
= − ×

−

→� ��� ���

118

5 3

6

×
= −  

limروش دوم:قاعدهٔهوپيتال: lim
x

HOP

x

x

x x x
x

x x

→ →
− +

− +
=  → −

− +

+

= −
3 2 3

2

5 15

3 4 15

0

0

5

3
8 15

2 4 15

5

33
39

18

5

3
13

6

5

5

6

6

−
= −

−
= − = − 

x

y

۳
۴

۱
۱ ۲ ۳ ۴ ۵-۱-۱-۲

-۲
-۳-۴-۵
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38تست )تجربیـ92(: کداماست؟ x 3 باشد،آنگاهحداینکسر،وقتی lim
x

ax
x x→→++∞∞

++
−− ++ ++

==9

1 1

3 اگر

5 )4  4 )3  2 )2  1 )1

 x برابر عدد غیرصفر شــده، پس بزرگ ترین تــوان صورت با بزرگ ترین توان مخرج برابر بوده و پاسخ: →+∞ 3 چون حد عبارت وقتی 
مقدار آن برابر است با: 1

⇒ +
− + + −

= − = ⇒ = − ⇒ − +
− +→+∞ →+∞ →

lim lim lim
x x x

ax

x x

ax

x
a a

x

x x

9

1 1

3 3
3 9

13



++
=

1

0

0

 

به دو روش ادامهٔ سؤال را حل می کنیم:

lim
( )

lim
( )( )

( )x x

x

x x

x x

x x

x

x→ →

− −

− + +
× − − +
− − +

=
− − −

−3 3

3 3

1 1

1 1

1 1

3 3 4

1
22 3 2 3

1

12 3

3

12 3

3

12

3

4

− +
=

−

−
=

−

−
= =

→ →( )
lim

( )
lim

( )

( )x

x

x x

x

x xx x
روشاول: 

روشدوم: قاعدهٔ هوپیتال:
lim lim
x

HOP

x

x

x x
x

→ →
− +
− + +

=  → −

− +
+

= −

− +
= −

−3 3

3 9

1 1

0

0

3

1
1

2 1

3

1
1

4

3

3

4

== 4  

39تست )تجربیـ98(: ،کداماست؟ lim ( )
x

f x
→→−−∞∞

باشد،حاصل f x x x x( ) == ++ ++2 4
2 اگر

4( صفر   − 1

4

 )3   −1

2

 )2  -1 )1

 3 طبق نکتهٔ 3 داریم:پاسخ:

lim lim
( )

x x
x x x

x x x

x x x

x x x

x x
→−∞ →−∞

+ + × − +

− +
=

− +

− +
2 4

2 4

2 4

4 4

2 4

2
2

2

2 2

2 xx

x

x x x

x

x x
x x

= −

− +

−

−→−∞ →−∞
lim lim

2 4 2 4
2 2

  

= −
−

= −
− −

= − = −
→−∞ →−∞ →−∞
lim

| |
lim

( )
lim

x x x

x

x x

x

x x

x

x2 2 2 2 4

1

4

 

40تست )تجربیخارجـ98(: کداماست؟ lim ( )
x

f x
x→→−−∞∞

باشد،حاصل f x x x x( ) == −− ++4
2 اگر

3 )4  2 )3  -1 )2  -2 )1

 limپاسخ:
( )

lim lim lim
| |

x x x x

f x

x

x x x

x

x x

x

x x

x→−∞ →−∞ →−∞ →−∞
= − + − = − =4 4 2

2 2

 llim
( )

lim
x x

x x

x

x

x→−∞ →−∞

− −
= =

2 3
3  4

10ـ8  پیوستگی  
دونوعپيوستگیرابررسیمیكنيم:

10ـ8ـ1  پیوستگی در نقطه  

lim ( ) ( )( )
x c

f x f c c
→

= ∈ راپيوستهناميم؛هرگاه: x c= تابعfدرنقطهٔ

هردوموجودوباهمبرابرباشند.درغيراينصورتتابع f c( ) و lim ( )
x c

f x
→

بهعبارتديگربرایآنكهتابعfدرcپيوستهباشد،بايد

رادرcناپيوستهمیناميم.نمودارهایزيرهمهدرنقطهcٔناپيوستههستند.

xc

y

xc

y

xc xc

y

xc

yy

وجود ندارد وجود ندارد
x c
limf (x)
→ x c

limf (x) f (c)
→

≠f (c)
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 x c= .دراينصورتمیگوييمfدر lim ( ) ( )
x c

f x f c
→ +

= ازطرفراستپيوستهمیناميم؛هرگاه x c= پیوستگی راست:تابعfرادر

پيوستگیراستدارد.مثال:
lim , lim , ( )
x x

x x f
→ →+ −

− = − = − = = − =
2 2

2 2 2 0 2 2 2 2 0jnHkºj¼]» 

⇒ = → =
→ +
lim ( ) ( )
x

f x f x
2

2 2SwH ¾Tw¼ÃQSwHn pH nj ÍMIU¸ÄH 

 x c= در f گوييم اينصورت در . lim ( ) ( )
x c

f x f c
→ −

= هرگاه میناميم؛ پيوسته ازطرفچپ  x c= در را f تابع پیوستگی چپ:

پيوستگیچپدارد.مثال:
lim ( ) , lim ( ) , ( )
x x

f x f x f
→ →+ −

= = =
2 2

6 3 2 3 

⇒ = → =
→ −
lim ( ) ( )
x

f x f x
2

2 2SwH¾Tw¼ÃQOapH nj ÍMIU¸ÄH 

پيوستهاست،هرگاهfدرc،همپيوستگیراستوهمپيوستگیچپداشتهباشد: x c= نتیجه:تابعfدر
lim ( ) lim ( ) ( )
x c x c

f x f x f c
→ →

+ −
= = 

I:پيوستهباشد،دراينصورت x a= فرضكنيدتابعfدريکهمسايگی
پيوستهاست. x a= در y f x= [ ( )] عددیغيرصحيحباشد،تابع f a( ) الف(اگر

فقطاز x a= در y f x= [ ( )] عددیصحيحباشـدودريکهمسـايگیa،تابعf،اكيداًصعودیباشـد،آنگاهتابع f a( ) ب(اگر
راستپيوستهاست.

فقطازچپ x a= در y f x= [ ( )] عددیصحيحباشدودريکهمسايگیa،تابعf،اكيداًنزولیباشد،آنگاهتابع f a( ) پ(اگر
پيوستهاست.

41تست )تمرینکتابدرسی(: درنقاط.........پیوستهودرنقاط..........ناپیوستهاست. f x x( ) [ ] تابع
  , ∅  )4   � � �, −  )3   � � �− ,  )2   ∅ ,   )1

 3پاسخ:
) پیوسته است. )� �− ) ناپیوسته و در سایر نقاط  ) با توجه به نمودار تابع، در نقاط صحیح 

42تست ،ازنظرپیوستگیدردونقطهبهطولهای1و1-چگونهاست؟: f x
x
x

x

x x
( ) ;

;
==

−−
++

>>

≤≤







2
1

1
1

2 1

تابعباضابطهٔ

2( در 1- ناپیوسته، در 1 پیوسته 1( در 1- ناپیوسته، در 1 ناپیوسته 
4( در 1- پیوسته، در 1 ناپیوسته 3( در 1- پیوسته، در 1 پیوسته  

 fپاسخ: x
x

x

x x

x
( )

;

;
=

− > < −
− ≤ ≤





1

2

1 1

1 1

IÄ  4

⇒

= − = − = = =
→ → → →+ + − −
lim ( ) lim ( ) , lim ( ) lim ( ) (
x x x x

f x x f x x
1 1 1 1

1 1 1 0 2 2 11 2 1 2 1

2

1 1

) , ( )

lim ( ) lim ( )
( ) ( )

= = → =

=
→ − → −+ +

f x

f x x
x x

SwH¾Tw¼ÃQIº nj

== − =− = − =− − =− − =−
→ − → −− −

2 1 2 1 1 1 2 1 2

1 1

( ) ,lim ( ) lim ( ) , ( )

( ) ( )

f x x f

x x

→→ =−







 SwH ¾Tw¼ÃQ njx 1

 

x

y

۱ ۲

f x x( ) = −2

x

y

۳

۲

۶

x

y

۱

۱

-۱

-۱
۲

-۲

-۲
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43تست )تجربیـ95(: پیوستهاست؟ x  0 درنقطهٔ f x
x x

x
x

a x
( )

cos cos
sin

;

;
==

−− ≠≠

==









2
0

0

بهازایکداممقدارa،تابعباضابطهٔ

a 4( هیچ مقدار   1

2

 )3   −1

2

 )2   − 1

4

 )1

 limپاسخ: ( ) lim
cos cos

sin
lim

cos cos

sin

co

x x x
f x

x x

x

x x

x→ → →
= − = ⇒ − ×

0 0 2 0 2

0

0

ss cos

cos cos
lim

cos cos

( cos )( )

x x

x x

x x

xx

+
+

= −
−→0

2

2
1 2

 1

=
−

− +
=

− −
→ →
lim

cos (cos )

( cos )( cos )( )
lim

cos ( cos )

x x

x x

x x

x x

0 0

1

1 1 2

1

(( cos )( cos )( )1 1 2

1

4− +
= −

x x
 

44تست )تجربیخارجـ97(: کداماست؟ f ( )3
4

پیوستهباشد، x  1 درنقطهٔ f x ax x

x ax x
( )

;

;
==

++ <<

++ ≥≥







3 1

1
2

اگرتابعباضابطهٔ

2/5 )4  1/5 )3  1/25 )2  0/5 )1

 limپاسخ: ( ) lim ( ) , lim ( ) lim ( )
x x x x

f x x ax a f x ax a
→ → → →+ + − −

= + = + = + =
1 1

2

1 1

1 3 ++  → + = + ⇒ + = +=3 1 3 3 1
1

2kej¼]»óo{

njx
a a a a

*

( )


 3

⇒ + + = + ⇒ + − =  → = = −+ + = =−
a a a a a a aa b c a2 2 0

1 2

2

2 1 3 2 0 1 2,
·¼aSwH¡¡ù

k¹¨̈ïÂ¶Âÿ¹¶ Hn ÏI§ÄjHn®ÅIe(*)
 → =a 1  

⇒ − = − + = = =f ( ) /
3

4

3

4

3
9

4

3

2

1 5  

45تست )تجربیـ97(: کداماست؟ f ( )2 پیوستهاست. x  3 ،درنقطهٔ f x ax x
a x x

x
( ) ;

log ( ) ;
==

++ <<

++ ≥≥







−−
2 3

1 3

3

2

تابعباضابطهٔ

4( صفر  1 )3  -1/5 )2  -2 )1

 limپاسخ: ( ) lim log ( ) log log , lim
x x x

f x a x a a a f
→ → →+ + −

= +( )= = =
3 3

2 2 2

2

3

1 4 2 2 (( ) lim ( )x ax a a
x

x= + = + = +
→

−
−

3

3 0
2 3 2 3 1  2

ke j¼]» óo{

njx
a a= → + =

3
3 1 2 ⇒ = − ⇒ = − + = − + = − + = −− −a f1 2 2 2 2 2 2

1

2

1 5
2 3 1( ) /  

46تست )تجربیـ98(: ،فقطازچپپیوستهاست؟ x == −−2 ،درنقطهٔ f x
x

x
x

a x
( ) | |

;

;
==

++
++

≠≠ −−

== −−








8

2
2

2

3

بهازایکداممقدارa،تابعباضابطهٔ

12 )4  6 )3  -6 )2  -12 )1

 شرط پیوستگی از چپپاسخ: : lim ( ) ( ) lim
| |( ) ( )x x

f x f
x

x→ − → −− −
= − ⇒ +

+
=

2 2

3

2
8

2

0

0

ÁHpH ¾M ¢ ± õ¶nk¤¤®iHj

j¼{ïÂ¶Âÿ¹¶x→ − − →
( )2

 1

lim
( ) ( )

( )( )x

x x x

x
a

→ − −

+ − +

− +
= − ⇒ = −

2

2
2 2 4

2

12 12

oü¯»¡Ia� ���� ����

 

47تست )تجربیخارجـ98(: ،چگونهاست؟ x  2 ،ازنظرپیوستگیدر f x
x
x

x

x
( )

;

;
==

−−
−−

≠≠

==









2
4

2 2
2

2 2

تابعباضابطهٔ

2( پیوسته  1( از چپ پیوسته  
4( از راست پیوسته 3( از چپ ناپیوسته و از راست ناپیوسته 

 fپاسخ: ( )2 2=  4

lim ( ) lim
| |

lim
| |

lif x
x

x

x

x
x x x→ → →+ + +

= −
−

= ⇒ −
−

=
2

2

2

2

2
4

2 2

0

0

4

2 2

SLX¶



mm
( ) ( )

( )
( )

x

x x

x
f

→ +

− +

−
= = = ⇒

2

2 2

2 2

4

2

2 2 x از راست پیوسته است.  = تابع در 2

lim ( ) lim
| |

lim
| |

li
x x x

f x
x

x

x

x→ → →− − −
= −

−
= ⇒ −

−
=

2 2

2

2

2
4

2 2

0

0

4

2 2

Âÿ¹¶



mm
( ) ( )

( )
( )

x

x x

x
f

→ −

− +

− −
=
−

= − ≠ ⇒
2

2 2

2 2

4

2

2 2 x از چپ ناپیوسته   = تابع f در 2
است.
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 10ـ8ـ2  پیوستگی در بازه

پيوستهاست؛هرگاهدرهرنقطهٔاينبازهپيوستهباشد. ( , )a b :تابعfرویبازهٔ ( , )a b پيوستگیدربازهٔ
a b 

bٔپيوستهٔراستودرنقطهaٔپيوستهودرنقطه ( , )a b پيوستهاست؛هرگاهدربازهٔ [ , ]a b :تابعfرویبازهٔ [ , ]a b پيوستگیدربازهٔ
پيوستهٔچپباشد.

پيوستهودرنقطهaٔپيوستهٔراستباشد. ( , )a b پيوستهاست؛هرگاهدربازهٔ [ , )a b :تابعfرویبازهٔ [ , )a b پيوستگیدربازهٔ

پيوستهودرنقطهbٔپيوستهٔچپباشد. ( , )a b پيوستهاست؛هرگاهدربازهٔ ( , ]a b :تابعfرویبازهٔ ( , ]a b پيوستگیدربازهٔ

I.راپيوستهمینامندfدرهيچنقطهایازدامنهٔتعريفش،بريدگینداشتهباشد،تابعf1.بهطوركلیاگرنمودارتابع
2.بهطوركلیتوابعچندجملهای،راديکالی،كسریوچندضابطهای،دردامنهٔخودشانپيوستهاند.دقتكنيددرتوابعچندضابطهای

درنقاطمرزیدامنههاخطرناپيوستگیوجوددارد.
پيوستهاست. ( , )−∞ +∞ Dfوfدرهرنقطهازدامنهاشپيوستهباشد،میگوييمfرویبازهٔ =  3.اگر

48تست بررویمجموعهٔاعدادحقیقیپیوستهباشد،aکداماست؟: f ( )2 5 باشرط f x
ax b x

x bx x
( )

;

;
==

++ >>

++ −− <<







2

1 2
2

اگرتابعباضابطهٔ

)تجربیخارجـ91( 
3 )4  2 )3  1 )2  -1 )1

 x را بررسی کنیم تا در آن نقطه نیز پیوسته باشد:پاسخ: = 2 3 تابع f در همه جا پیوسته است و فقط می بایست نقطهٔ مرزی یعنی 

lim ( ) lim ( ) ( ) lim ( ) , lim ( )
x x x x

f x f x f f x a b f x
→ → → →+ − + −

= = ⇒ = + =
2 2 2 2

2 2 22 2 1 3 2 2 5
2 + − = + =b b f, ( )  

⇒ + = ⇒ = ⇒ = + =  → = − = ⇒ ==
3 2 5 2 2 1 2 5 2 5 1 4 2

1b b b a b a ab,  

49تست کداماست؟: a b پیوستهاست.  ،برروی f x x x x
ax b x

( )
[ ] ;

;
==

<<

++ ≥≥




1
1 بهازایمقادیریازaوb،تابعباضابطهٔ

 − 1

4

 )4   −1

2

 )3   1

4

 )2   1

2

 )1

 x نیز پیوسته است:پاسخ: = −1 x و   پیوسته است، پس در نقاط مرزی 1= 4 تابع بر روی 

f x
x x

ax b

x

x x
( )

[ ] ;

;
=

+
− < <
≥ ≤ −





1 1

1 1IÄ

  

lim ( ) lim [ ] ( )[( ) ] ( )( ) , lim
( ) ( )x x x

f x x x
→ − → −

+

→+ +
= = − − = − − =

1 1
1 1 1 1 1

(( ) ( )

( ) lim ( ) ( )
− → −− −

= + = − + =− + = −
1 1

1 1f x ax b a b a b f
x

 

⇒− + = ⇒ = −a b a b I1 1( )  

lim ( ) lim ( ) , lim ( ) lim [ ]
x x x x

f x ax b a b f f x x x
→ → → →+ + − −

= + = + = = =
1 1 1 1

1 1[[ ] ( ) ( )1 10 0 0
− = = ⇒ + =a b II  

⇒ + =  → − + = ⇒ = ⇒ = = − = − = −= −a b b b b b a b
I

a b
0 1 0 2 1

1

2

1
1

2

1
1

´ÄnHj ¢Lö( )
,

11

2

1

2

1

2

1

4

⇒ × = − × = −a b  

a b

a b

a b
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50تست ،بررویمجموعهٔاعدادحقیقیبزرگتراز1،پیوستهاست؟: f x x
x

a x x
( )

sin ;

cos ;
==

≤≤ ≤≤

++ >>









ππ

ππ

1 6

36
6

2

بهازایکداممقدارa،تابعباضابطهٔ
)تجربیـ94( 

 1

2

 )4   1

4

 )3   − 1

4

 )2   −1

2

 )1

 x برابر باشند، پس:پاسخ: = 6 2 حد چپ و راست و مقدار تابع باید در نقطهٔ مرزی 

lim ( ) lim cos cos cos ( )
x x

f x a
x

a a a
→ →+ +

= + = + = + = + =
6 6

2 2 2 2

36

6

36 6

3

2

π π π
aa + 3

4

 

lim ( ) lim sin sin
x x

f x
x→ →− −

= = =
6 6

6

1

2

π π  

f ( ) sin6

6

1

2

= =π  

⇒ + = ⇒ = − = − ⇒ = −a a a3

4

1

2

1

2

3

4

1

4

1

4

 



 

پیوست
دراينچندصفحه،میتواننکاتمهمّپايهایومطالبیراكهحسكردمممکناست،شماعزيزانبلدنباشيد،آوردهام.

ايننکاتدرروندحلتستهابسياربهشماكمکمیكندوتوصيهمیكنمآنهاراخوبفرابگيريد.
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1.برخیتوانهایعدد2راحفظباشيد:
2 8 2 16 2 32 2 64 2 128 2 256 2 512 2 1024

3 4 5 6 7 8 9 10= = = = = = = =, , , , , , , 
2.برخیتوانهایعدد3راحفظباشيد:

3 27 3 81 3 243 3 729
3 4 5 6= = = =, , , 

3.برخیتوانهایعدد5راحفظباشيد:
5 125 5 625 5 3125

3 4 5= = =, , 
4.برخیتوانهایعدد6راحفظباشيد:

6 216 6 1296
3 4= =, 

5.برخیتوانهایعدد7راحفظباشيد:
7 343 7 2401

3 4= =, 
6.تفاوتجذربامجذور:جذريعنیراديکالبافرجهٔدوومجذوريعنیتواندوميکعدد.مثال:

4 16 4 4 2
2 = ←   → =n»m\ ¶ nm] 

7.مجذوراعدادزيرراحفظباشيد:
10 100 11 121 12 144 13 169 14 196 15 225 16 256

2 2 2 2 2 2 2= = = = = = =, , , , , , 

17 289 18 324 19 361 20 400 21 441 22 484 23 529 24
2 2 2 2 2 2 2= = = = = = =, , , , , , , 22

576= 
8.برایضرباعداددورقمیيکسانبايکان5كافیاستعدد25رادرسمتراستِعددحاصلنوشتهوسمتِچپ25ِراازضرب

صدگان()صدگان(بهدستآوريد،پس: +1(

× × × × ×
15

15

225

2 5

25

625

3 5

35

1225

4 5

45

2025

5 5

55

3025

2 3 4 5 6

, ... 

9.حاصلكسرهایزيرراحفظباشيد:
1

4

0 25
1

5

0 2
1

8

0 125
3

8

0 375
3

4

0 75
5

4

1 25
7

4

1 75
9= = = = = = =/ , / , / , / , / , / , / ,
44

2 25= / 

10.حاصلجذرهایروبهروراحفظباشيد:

2 1 4 3 1 7 5 2 2  / , / , / 
11.بهتراستبدانيد:

log log , log log2 1 5 5 1 2= − = − 
12.حاصلفاكتوريلهایروبهروراحفظباشيد:

2 2 3 6 4 24 5 120 6 720! , ! , ! , ! , != = = = = 
13.حاصلتركيبهایروبهروراحفظباشيد:

5

2

5

3
10

6

3
20

8

3

8

5
56( ) = ( ) = ( ) = ( ) = ( ) =, , 

14.اعدادبخشپذيربر2:اعدادیكهزوجهستند؛مثل:

4 6 112 1258, , , , ... 
15.اعدادبخشپذيربر3:اعدادیكهمجموعارقامشانبر3بخشپذيراست؛مثل:

12 126 1008, , , ... 
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16.اعدادبخشپذيربر5:اعدادیكهيکانشانصفرياپنجباشد؛مثلِ:

10 1005 3235, , , ... 

17.اعدادبخشپذيربر6:اعدادیكهزوجهستندوبر3بخشپذيرند؛مثل:

12 1332, , ... 
18.اعداداول:اعدادیهستندكهفقطبريکوخودشانبخشپذيرهستند؛مثل:

2 3 5 7 13 23, , , , , , ... 
ضمناًعدد1،اولنيست.

19.طريقهٔتبديلعددمخلوطبهكسرمتعارف:

a
b

c

a c b

c
=

× +( ) 

b a− 20.تفاضلaازbيعنی:

21.اولويتاعمالرياضی:اولپرانتز،دومتوان،سومضربوتقسيموچهارمجمعوتفريق

قرارمیدهيم. f x( ) رابهجایxهادر x2 رابهتوان2میرسانيمامادردومی f x( ) متفاوتاست.دراولی f x( )2 با f x2( ) .22

رامیتوانتفکيکكرد: a b

c

+ رانمیتوانتفکيکكرد،اماكسر a

b c+
23.تفکيکكسرها:دقتكنيدكسر

a

b c

a

b

a

c

a b

c

a

c

b

c+
≠ + + = +, 

دوحالتزيرصادقاست: y ax b

cx d
= +

+
24.درتابعهموگرافيکبهصورت

ad bc− > 0 ad bc− < 0
(در محدودهٔ تعریف، صعودی است.)(در محدودهٔ تعریف، نزولی است.)

25.دقتكنيدكهمنفیدرپشتپرانتزدرهمهٔعواملداخلپرانتزضربمیشود،پس:

1 1

3x
x− − =

3 1

3

− −x x

x

( )
= − +3

3

2x x
x



26.دونموداررايجدرجزءصحيح:

۱

y

x
۲-۲ -۱ ۰ ۱

۱

y

x
-۲ -۱

-۱

۰

y x x= + −[ ] [ ]

y x x= − [ ]
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27. نمودارهایزيررابهخاطرمبحثانتقالبهخاطربسپاريد:

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y x= y x= 2 y x= 3
y x=

045
۱

-۱
π
2

π
π3

2
π2

y sin x=
[ , ]π0 2

y

x

y

x

y

x x
045045

y

y x= 1y | x |=x
ay log=

x
ay log=

( a )< <0 1

a >1۱ ۱

xy a= xy a=
( a )< <0 1 a >1

y

xπ
2

π
π2

[ , ]π0 2
y cos x=

π3
2

28.تقسيمچندجملهایبرچندجملهای:برایتقسيم،حتماًدرابتداجملاتمقسومومقسومعليهراازبزرگترينتوانبهكوچکترين
توانبنويسيد،يعنیبهصورتنزولیمرتبكنيد.سپساولينجملهٔمقسومرابراولينجملهٔمقسومعليهتقسيمنمودهوجوابرادر
محلخارجقسمتبنويسيدوسپسجوابرادرمقسومعليهضربكردهوعلامتآنراعوضكنيدوزيرمقسومبنويسيدوبامقسوم

جمعكنيدواينعملراآنقدرادامهدهيدتادرجهٔباقیماندهازمقسومعليهكمترشود.

مقسوم مقسوم علیه

خارج از قسمت 
x x+2

4 5 5
2x x− +

4 5
4 3x x− +

x− +5 5 باقی مانده

− −
− +

+
+

⇒ − + + + − + = −

4 4

5 5

5 5

5 5

4 5 5 5 5 4

4 3

3

3 2

2

2 2 4 3

x x

x

x x

x

x x x x x x x( )( ) ( ) ++5

x x− −25 5


29.بهسهتايیهایفيثاغورسیزيردقتكنيد:

( , , ) , ( , , ) , ( , , ) , ( , , )3 4 5 5 12 13 7 24 25 8 15 17k k k k k k k k k k k k k→ ∈ 
30.برایمحاسبهٔتعداداعدادصحيحبيندوعددصحيحaوbداريم:

1 1 2 1 3a x b n x b a a x b n x b a
a x b

a x b
n x b a≤ ≤ ⇒ = − + < < ⇒ = − −

≤ <
< ≤





⇒ = −( ) ( ) ( ) 

31.برایپيداكردنب.م.موک.م.مAوBابتداAوBرابهعواملاولتجزيهمیكنيم؛سپسداريم:

⇐حاصلضربعواملمشترکباكمترينتوان. ب.م.م
⇐حاصلضربعواملمشترکبابيشترينتواندرعواملغيرمشترک. ک.م.م

x x x x x x x x x x2 2
2 8 4 2 6 8 2 4 2− − = − + + + = + + ⇒ = + =( )( ) , ( )( ) ( ) , (³.³.J ³.³.¥ ++ + −2 4 4)( )( )x x 

420 2 3 5 7 198 2 3 11 2 3 6 3 5 7 11 13
2 2 2 2= × × × = × × ⇒ = × = × × × × =, ³.³.J » ³.³.¥ =2 8860 

توجهكنيداگردوعدد،عاملاولمشترکنداشتهباشند،ب.م.مبرابر1است.ضمناًبرایهردوعددطبيعیaوbداريم:

b a
ab

b a
,

,
³.³.¥

³.³.J

= 
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32.اگرمساحتراباSومحيطراباPوحجمراباVنمايشدهيم،داريم:

مربع1

a
da

P a= 4  
S a= 2

(oõ¤) d a= 2

مستطیل2
a

bP a b= +2( )

S ab=

مثلث3

a

b c
ah

θ

P a b c= + +

S a ha= 1

2

( )

S ab= 1

2

(sin )θ

مثلثمتساویالساقین4

a

b bah
P a b= +2

S a ha= 1

2

( )

مثلثمتساویالضلاع5

a

a a
060

060

060

P a= 3

S a= 3

4

2

(ÌIÿUnH)h a= 3

2

aششضلعیمنتظم6 aa

P a= 6

S a= 6
3

4

2( )

مثلثقائمالزاویه7

b

a cP a b c= + +

S ab= 1

2

( )

متوازیالاضلاع8
a

h b
θ

P a b= +2( )

S a h=
S ab= sinθ

rPدایره9 r=2π
S r= π 2

لوزی10
θ

a
b cc

cc

P c= 4
S ab= 1

2

( )

S c= 2 sinθ

ذوزنقه11
a

h
b

P =Ì°òHÍµ]

S a b h= × + ×1

2

( )
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aبیضی12
bS ab= π

هرچهارضلعیدلخواه13
A B

C
D

θS AC BD= × × ×1

2

sinθ

مکعب14

a
a

C

A
B

(¾]» oõ¤)AB a= 2

(K÷§¶oõ¤)AC a= 3

ÂLºI]
S a= 4

2

®¨
S a= 6

2

V a= 3

مکعبمستطیل15

a b

c
C

A
B

( )¾]»oõ¤ AB a b= +2 2

( )®ÃõTv¶K÷§¶oõ¤ AC a b c= + +2 2 2

®¨
S ab ac bc= + +2( )

V abc=

منشور16

V = ×½køI¤SeIv¶ ÌIÿUnH

ÂLºI]
½køI¤ôÃd¶ ÌIÿUnHS= ×

®¨
½køI¤ oMHoM»j ÂLºI]S S S= +

hاستوانه17
r

V r h= π 2

ÂLºI]
S rh=2π

®¨
S r rh= +2 2

2π π

Vهرم18 S h= ×1

3

( )½køI¤

hمخروط19
L

مولد

r

V r h= 1

3

2π

ÂLºI]
S rL= π

rVکره20 r= 4

3

3π

®¨
S r= 4

2π




